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PRÉFACE. 



fiC puissant instrument que l'Algèbre et TAnalyse 
emploient aujourd'hui sous le nom de Déterminants 
était, il y a peu d'années encore, difficile à connaître 
à l'aide des seules sources auxquelles on pût alors 
puiser. Les grands géomètres s'étaient créé ce moyen 
auxiliaire en vue des hautes spéculations dont s'oc- 
cupait leur génie, et ils n'avaient guère songé à relar- 
der la construction de leur édifice par des considéra- 
tions sur les matériaux et les appareils, de la solidité 
desquels ils étaient parfaitement convaincus. De là 
il est arrivé pour les déterminants, comme pour tous 
les instruments importants des mathématiques, qu'ils 
sont restés longtemps la possession d'un petit nom- 
bre d'esprits d'élite, avant qu'une théorie méthodique 
en rendit l'intelligence et l'usage abordables aux 
esprits ordinaires. Le premier qui ait eu l'idée de 
venir en aide à l'Algèbre par la formation des sommes 
combiuatoires appelées aujourd'hui déterminants, ce 
lut l'illustre Leibniz, comme l'a remarqué Dirichlet. 
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Mais, sauf la lettre à THospital du 28 avril 1693, 
où Leibniz parle avec conviction de la fécondité de 
son idée, on ne connaît aucun autre passage d'où 
Ton puisse conclure que Leibniz ait cherché à tirer 
de ncm veaux fruits de cette découverte. La seconde 
invention des déterminants par Cramer, 1760, ne 
s'est pas perdue, à cause des services qu'elle a rendus 
aux progrès de TAlgèbre, grâce aux travaux de Cra- 
mer lui-même, et quelques années plus tard à ceux 
des Bezout, des Laplace, des Vandermonde, des La- 
grange. C'est Vandermonde (Sur [élimination^ ^11"^) 
qui a cherché à créer un algorithme des déterminants, 
tandis que Lagrange, dans son Mémoire classique Sur 
les pjrramides^ ^773> faisait déjà un usage très-étendu 
des déterminants du troisième degré datis les pro- 
blèmes de géométrie analytique. Mais ce qui a le plus 
contribué au perfectionnement et à l'extension du 
calcul au moyen des déterminants , ce sont les Disqui^ 
sitiones aritfimeticœ de Gauss, 1801. En partant delà 
considération des algorithmes qui se rapportent, dans 
cet ouvrage, aux « déterminants des formes quadra- 
tiques, H Binetet Cauchy, 181 a, ont établi des règles 
générales, pour la multiplication des déterminants, et 
par là certains caleuk sur des sommes difficiles à ma- 
nier ont acquis une facilité inattendue. Jacobi, avec 
son génie créateur, s'empara en 1826 de ce nouveau 
calcul, rfont jusque-là les développements étaient dus 



PRÉFACK. * Vil 

surtout à Cauchy. Les travaux qu'il a publiés dans 
le Journal de Crelle sont des preuves éclatantes de la 
puissance de ce nouvel instrument dans la main d*un 
tel maître. C*est par les Mémoires de Jacobi De for- 
matione et proprietatibus determinantium et De de- 
terminantibus functionalibus, i84i, que les détermi- 
nants sont devenus pour la première fois accessibles à 
tous les mathématiciens, et, depuis, leur théorie a 
reçu de divers côtés des accroissements importants. 

Le Mémoire de Jacobi De jormatione^ etc,^ qui 
n'a pas été rédigé pour l'usage immédiat de ceux qui 
commencent cette étude, et le traité de Spottiswoode 
intitulé : Elementary theorems relating io détermi- 
nants ^ London, i85i, et dans lequel, à côté d'un 
ordre convenable des matières et d'un bon choix 
d'exemples, on rencontre un grand nombre de négli- 
gences et même d'erreurs qui diminuent la valeur de 
l'ouvrage : tels étaient les seuls moyens que l'on eût 
pour arriver à la connaissance des déterminants, 
lorsque je me décidai à rassembler les matériaux, en- 
core dispersés pour la plupart, pour en composer une 
théorie des déterminants^ suivie de leurs plus impor- 
lantesapplications. Mon travail était presque terminé, 
lorsque j'ai eu connaissance de l'ouvrage de Brioschi, 
intitulé : La teorica dei determinanti , Pavia, i854. 
Ce traité, appelé par le besoin généralement senti 
d'une introduction élémentaire à la connaissance des 
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déterminants, bien qu'il ne soit pas toujours rigou- 
reux dans les principes, est cependant écrit avec une 
parfaite connaissance du sujet, et contient un riche 
trésor d'excellents matériaux. Aussi cet ouvrage s'est- 
il promptement répandu et fait apprécier. La traduc- 
tion allemande de ce livre estimable, publiée tout ré- 
cemment à Berlin, a été sans doute très-bien accueillie 
des mathématiciens d'Allemagne, et si j'ai eu le cou- 
rage d'achever mon Traité sur le même sujet, cela 
tient principalement à ce qu'il diffère de celui de 
Brioschi par le plan et par l'exécution. Pour mettre 
à découvert dans sa plus grande simplicité le noyau 
théorique de cette doctrine, j'ai exposé les princi- 
pales propriétés des déterminants et les algorithmes 
auxquels elles servent de base, dans un traité rédigé 
avec la rigueur synthétique, telle qu'on la rencontre 
dans les ouvrages des géomètres de l'antiquité, et 
lorsque cela m'a paru nécessaire, j'ai éclairci les prin- 
cipes par des exemples simples. Pour comprendre 
avec clarté les propositions d'un système , il ne peut 
être qu'avantageux d'avoir toujours présent^ auprès 
de chaque théorème, l'ensemble des prémisses sur 
lesquelles il repose. Quant aux applications à l'Al- 
gèbre, à l'Analyse et à la Géométrie, je les ai réunies 
dans une section spéciale, pour en rendre l'intelli- 
gence plus facile en donnant aux sujets une plus 
grande liaison, et pour parvenir en même temps à 
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traiter chaque sujet plus complètement. Mais j'ai tou- 
jours cherché avec le plus grand soin à donner aux 
théorèmes et aux démonstrations toute la précision 

. possible, partout où ils semblaient en manquer en- 
core. Dans le choix des notations et des dénomina^ 
tions relatives à cette théorie, j'ai cru devoir user de 
la circonspection la plus minutieuse, parce que, sans 
cela, les nouvelles mathématiques menacent de cJeve- 

, nir inintelligibles, à cause de Textravagante profusion 
de termes nouveaux qui fait invasion dans leur voca- 
bulaire. Je me suis particulièrement efforcé de donner 
quelque valeur à mon travail, en cherchant à remon- 
ter autant que possible aux sources originales, pour 
pouvoir citer les premiers inventeurs des méthodes et 
les premiers auteurs des théorèmes. De telles cita- 
tions ne sont pas seulement un hommage que doit la 
postérité aux révélations du génie de nos prédéces- 
seurs , elles constituent aussi un élément de l'histoire 
de la science, et invitent à l'étude des grandes œuvres 
qui ont servi à l'édiBer, et où se trouvent encore de 
riches mines à exploiter. Je ne puis m'attendre, à la 
vérité, à ce que mes recherches m'aient partout con- 
duit à de résultats exacts; mais j'espère qu'en pu- 
bliant mes erreurs je fournirai l'occasion de les rec- 
tifier. 

D'après ce que je viens de faire observer, il est inu- 

b 
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tile de relever ce qui a pu être ajouté par mes propres 
recherches aux matériaux fournis par les autres. Il ne 
me reste plus qu'à exprimer ma reconnaissance pour 
la bonté avec laquelle mon savant ami Borchardt m'a 
soutenu dans mon travail par les nombreux rensei- 
gnements dont je lui suis redevable (*). 



{*) Nous avons introduit, dans la présente édition, un certain nombre de 
corrections que rAiiteur a eu Tobligeance de nous indiquer. (Note du Tra- 
ducteur. ) 
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PREMIERE PARTIE. 

THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 



§ I. — Partage des permutations (télémenis donnés 
en deux classes. 

1 . Les éléments d'un arrangement dont on veut déduire 
les permutations se distinguent par leurs numéros d'ordre 
ou indices. Un élément est dit plus élevé qu'un antre, lors- 
qu'il ' n indice plus grand. La combinaison d'un élément 
d'une permutation avec un des éléments suivants s'appelle, 
relativement à l'arrangement primitif, un dérangement (*) 
lorsque le premier élément de la combinaison est plus élevé 
que le second. Par exemple la permutation a, a^ a, a, con- 
tient quatre dérangements, a^a,, af<i|, Ht a,, a» a^ 

Les permutations d'éléments donnés ont été divisées par 
Cramer en deux classes, dont la première renferme les 
permutations où il se trouve un nombre pair de < 



, Analyse des lignes Courbet, i;5o; Appendite 
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ments, et la seconde les permutations qui présentent un 
nombre impair de dérangements. 

2. Théorème. — Lorsque dans une permutation on 
échange un élément avec un autre, tous les éléments res- 
tants conservant leurs places, le nombre des dérange- 
ments existants dans la permutation varie d'un nombre 
impair (*). 

Démonstration. — Soient g elh les éléments que Ton 
veut échanger, h le plus élevé des deux, A le groupe des 
éléments qui précèdent g^ B le groupe des éléments com- 
pris entre g ei h^ Q le groupe des éléments qui suivent h, 
La permutation donnée étant ainsi 

Ag'BAC, 
et celle que Ton veut former étant 

la variation cherchée du nombre des dérangements pro- 
vient de la position que g: et A prennent l'un par rapport 
à l'autre, et par rapport aux éléments contenus dans B. 

Soit |3 le nombre des éléments du groupe B, parmi les* 
quels il y en a ^i plus élevés que g^ et j3t plus élevés que h. 
Alors, outre les dérangements qui existent dans B, il s'en 
trouvera, dans Tarrangement g^BA, j3 — j3, -f-j3j, parce 
que g est plus élevé que |3 — j3i éléments de B, et qu'il 
y a, dans B^ /3s éléments plus élevés que h. Au lieu de ces 
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C^) La dirision des permutalions fondée sur ce théorème est due à Bezout 
{Histoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 293), et a élé démontrée pour la 
première fois par Laplace dans la même collection, 1772, t. H, p. 294; elle 
Va été ensuite plus simplement, de la manière que nous donnons ici, par 
Mollweide, Demonstratio eliminationis Cramerianœ, Leipzig, 181 1, §9, et 
par Gergonne, Annales de Mathématiques, t. IV, p. i5o. 
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dtirangeinenls, t 'arrangement AB^, formé par l'échaDgu 
muluel de g: et de A, présentera ^ — p, 4- 1 + Pi dérange- 
ments , puisque h est plus élevé que p — Pt éléments 
de B, que de plus A est plus élevé que g, et qu'enfin il y 
a encore p, éléments de B qui sont plus élevés que g. 
La différence de ces nombres, 

p-p,+ <-i-p.-(p-p, + p,) = ap.-=B. + '. 

est impaire. c. q. f. d. 

3. Par des échanges successifs de deux éléments, on peut 
obtenir l'une après l'autre toutes les permutations d'un 
arrangement donné. Les dérangements que l'on rencon- 
trera dans celte suite de permutations seront alternative- 
ment en nombre pair et en nombre impair (2). Comme le 
nombre total des permutations est pair, il existera autant 
de permutations de U première classe, contenant un 
nombre pair de dérangements, que de permutations de la 
seconde classe, contenant un nombre impair de dérange^ 
ments. Ces permutations se déduisent de l'arrangement 
donné, les premières au moyen d'un noqibre pair, les 
secondes au moyen d'un nombre impair d'échanges entre 
deux éléments. 

Den\ permutations appartiennent à la m^me classe, li 
elles peuvent se déduire l'une de l'autre, ou se déduire 
toutes les deux d'un^ troisième, au moyen d'un nombre pair' 
d'échanges entre des éléments pris deux à Aevyn. 

4. Démonstration analytique du théorème (2). — Pour 
classer les permutations, formons dans chacune d'elles le? 
dillërences des indices correspondant aux éléments, en 
soustrayant l'indice de chaque élénicnt de celui de l'élé- 
ment suivant. Une permutation contiendra autant de dé- 
rangements qu'il y aura de ces différences qui seront néga- 
tives (1). 
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Le produit de ces différences est une fonction alternée 
des indices (*) gui prend lu valeur opposée par rechange 
de deux de ces indices. 

Démonstration (**). — Chaque différence en particu- 
lier, dans l'échange de deux indices, conserve sa valeur 
absolue*^ le produit conserve donc aussi sa valeur absolue. 
Si Ton désigne par i et k deux indices déterminés, et par 
r et 5 deux autres indices quelconques ; par 

n(r-./)(r-A), n(r-^), 
les produits des facteurs dont les formules générales sont 

si Ton désigne enfin par s l'une des quantités 4- i ou — i , 
le produit des différences à former pour une permutation 
donnée pourra se représenter par 

6 (X' — /) n (r — i) (r — X') n (r — s). 
Si l'on échange maintenant i et k entre eux, les produits 

n(r— /)(r~^) et n{r^s) 

ne changeront pas, et k — i prendra la valeur opposée. 
Donc le produit complet prendra la valeur opposée. 

G. Q. F. D. 

Puisque, par l'échange de deux éléments de la permuta- 
tion, le produit en question change de signe , il s'ensuit que 
le nombre des différences négatives, et partant aussi le 
nombre des dérangements de la permutation, varient d'un 
nombre impair, comme on l'avait déjà démontré ci-dessus. 



(*) Fonction alternée, suivant Cauchy {Journal de l'École Polytechnique y 
XVII* cahier, p; 3o, et Analyse al^éhrique^X. III, p. 2). — Functio alternons, 
suivant Jacobi (Journal de Crelle, X. XXU, p. 36o). 

(** ) Jacobi, Det., 2 {Journal de Crelle, t. XXII, n® 1 1). 
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5. L échange des éléments d'un arrangement est appelé 
permutation circulaire ^ lorsque chaque élément est rem- 
placé par le suivant, et le dernier élément par le pre- 
mier* 

Par une permutation circulaire de tous les éléments^ on 
tire (ïune permutation donnée une autre permutation qui 
appartient ou n^ appartient pas à la même classe ^ suivant 
que le nombre des éléments est impair ou pair. Car la per- 
mutation circulaire de n éléments peut s'obtenir en échan- 
geant le premier élément avec le second, puis avec le troi- 
sième, etc., ce qui fait ainsi n — i échanges d^éléments 
deux à deux. 

D^une permutation donnée on en peut déduire une 
autre quelconque par des permutations circulaires effectuées 
sur des groupes séparés d^ éléments. Soient, par exemple, 

725438169 

les indices des éléments dans la permutation donnée, et 

293874 ' ^^ 

les indices des éléments dans la permutation à former. 
Commençons par le premier élément à déplacer dans la 
permutation donnée, et remplaçons successivement 7 par 2, 
2 par 9, 9 par 6, 6 par 5, 5 par 3, et enfin 3 par Félément 
7 qui a servi de point de départ. On a ainsi séparé un groupe 
d'éléments sur lesquels on a accompli une permutation cir- 
culaire. Maintenant, dans la suite des éléments restants, 
remplaçons 4 par 8, 8 par 4» œ qui accomplit la permuta- 
tion circulaire d'un second groupe d'éléments. L'élément i 
qui reste encore ne doit pas être remplacé par un autre. 
D'après cela, la seconde permutation a été déduite de la 
première par des permutations circulaires partielles. 

En comptant pour un groupe particulier chacun des élé- 
ments qui, dans le procédé que nous venons de décrire 
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pour déduire une permutalion d^une autre, doiveùt être 
remplacés respectivement par eux-mêmes, on a la règle 
suivante : 

Deux permutations appartiennent ou n'appartiennent 
pas à la même classe, suivant que la différence entre leur 
nombre d'éléments et le nombre des groupes par la per- 
mutation circulaire desquels F une des permutations don^ 
nées peut se déduire de F autre, est paire ou impaire (*). 
En effet, si les permutations données sont composées de 
n éléments, et que la seconde se déduise de la première en 
partageant les éléments en p groupes de «t , a^, as , . . . 
éléments, et en faisant subir à chaque groupe une permu- 
tation circulaire, ces permutations circulaires pourront s^ ef- 
fectuer au moyen de 

(a, —- i) -h («2 — 1) -f- («3 — !)-!-..• 

échanges d'éléments deux à deilx. Or on a 

«1 -h «2 -+- «3 -4- . . . = ^ ; 

donc la seconde permutation peut se déduire de la pre- 
mière au moyen de n — p échanges d'éléments deux à 
deux. 

iPour amener les éléments du premier groupe à leurs 
nouvelles places, il ne faut pas moins de «j — i échanges 
d'éléments deux à deux, et ainsi de suite. Donc, pour dé- 
duire Tune de Tautre les permutations données, il ne faut 
pas moins de n — p échanges d'éléments deux à deux. Dans 
l'exemple ci-dessus, on a /? = 3, n — p = 6; par consé- 
quent les permutations données apparliennent à la même 
classe. 



( * ) Calcht, Journal de l École Polytechnique, XVII* cahier, p. 4^ » Analyse 
nlgchiifjur, fiole IV. — Jacobi, Det., 3. 
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§ II. — Déterminant dHun système de /i' éléments. 

i. Si Ton considère m lignes horizontales de n éléments 
chacune, ou, sous un autre point de vue, n lignes verti- 
cales de m éléments chacune, pour distinguer en général 
ces éléments, il est commode de les affecter chacun de 
deux indices, dont le premier marque le rang de la ligne à 
laquelle appartient Félément, et le second le rang de Félé- 
ment dans sa ligne ( * ) 5 par exemple, on écrira 

^■X,\ ^7,7' • • ^2,11 



^m,\ ^m,2» ' • ^m,n' 



Au lieu de a,-,ii, on écrit aussi a^]^ ou simplement (i, A). 
Lorsque m == «, la série des éléments 

depuis le premier jusqu'au dernier, s'appelle la diago- 
nale du carré des éléments. 

2. On entend par déterminant d^un système de n^ élé- 
ments, disposés sur n lignes de n éléments chacune, et 
représentés par a,^;t, /et k recevant chacun toutes les va- 
leurs 1 , 2, . . . , n, la somme des produits de ces éléments 
pris /i à w, de manière qu'il n'y en ail pas deux dans le 
même produit qui appartiennent soit à la même ligne hori- 
zontale, soit à la même ligne verticale. Le premier terme 



(*) Celte notation a été employée pour la première fois par Leibniz. 
Voir sa Lettre à L'Hospital, du 28 avril 1693, dans les Œuvres mathéma- 
tiques de Leibniz publiées par Gerhardt, t. H, p. 239. 
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du déterminant est le produit des éléments de la diago- 
nale, 

Du premier terme on déduit tous les autres, en laissant les 
piemiers indices invariables et permutant les seconds. On 
prend chaque terme positivement ou négativement, sui- 
vant que la permutation des indices qui a servi à le former 
appartient ou n^appartient pas à la même classe que le 
premier arrangement des indices. 

Le déterminant de w* éléments est dit du /z'*"" degré, 
parce que ses termes sont des produits de n éléments. Il est 
formé de 1 . 2 ... 71 termes, dont une moitié sont positifs et 
les autres négatifs (§ I, 3), et parmi lesquels il ne peut s'en 
trouver deux égaux et de signe contraire, tant qu'il n'existe 
pas de relations particulières entre les divers éléments. On 
désigne un déterminant, d'après Cauchy et Jacobi, en ren- 
fermant le système des éléments entre deux traits verticaux, 
ou en plaçant sous le signe somma toi re le premier terme 
précédé du double signe =b ; ou, d'après Vandermonde, en 
plaçant la série des premiers indices qui servent à distinguer 
les éléments, au-dessus de la série des seconds indices (*) : 



ai 



,i 



a 



1,2» • 



a 



l,n 



fi,\ «a,2^ • . a 



2,« 



^'ft,i ^«^« • • ^n,» 



= 2— '*''• ^''^' 



^n,n = - 



:\n 

■ \n 



(12... n\ 
12... /?/ 



(*) Cauchy,. Journal de V Ecole Pol/ technique, XVII® cahier, p. 52. — 
Jacobi, Det., 4> et Journal de Crelle, t. XV, p. 1 15. — Vandermonde, Histoire.de 
l'Académie de Paris, 1772, t. Il, p. 617. Les déterminants ont été découverts 
par Leibniz {loc, cit.)^ qui a cherché à représenter par leur moyen la résul- 
tante de n équations linéaires à n — 1 inconnues, ainsi que la résultante de 
deux équations algébriques quelconques à une inconnue. Gomme second in- 
venteur des déterminants, on doit nommer Cramer ( fo//- § ï, t). La dé-^ 
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Exemples : 



a b 

abc 
OibiCi 
a^biC^ 



= abi — iZ| b, 



a b c d 
atbt Cxdi 
éti bi Ci di 
a^b^c^d^ 



z=abiCi — abiCi -h ûib^c — a, ^Cj -H «j^Ci — a^biC* 

\ 

abiCid^ — ab^c^di -hab^c^d^ — abiCxd^-^-ab^Cxdi — ab^c^d^ 
l-'atbCidi^-aibCidj-^-aibiCdi — aibiC^d—aibiCdi'haibiCid 

-h Oi bci d^ — flj bc^ dt — «2 bicdi -f a^b^ Cjrf-h OibiCd^ — a^b^Cxd 
^ — aibcxdi-hflibctdi-^aibiCdi^-aibiCid — aibiCdf^aibiCxd. 



3. Les termes d'un déterminant peuvent aussi se déduire 
du premier terme, en permutant les premiers indices et 
laissant invariables les raogs des seconds indices. Si Ton 
désigne, en effet, par Ai A^j . . . A„ une permutation quel- 
conque des indices 12... «, alors «i,*j^s,*,* • '^n,i^ ex- 
primera un terme quelconque du déterminant. Or ce terme 
se déduit du premier terme «,^1 «j^t . . . a„,„ soit en rempla- 
çant les seconds indices i,2y,..yn respectivement par 
Ai,A,, . . . ,Ar„, soît encore en remplaçant, dans la série des 
premiers indices, ki par i, kf par 2, . . . , k„ par n. On a, 
dans les deux cas, à effectuer le même nombre d'échanges 
des indices deux à deux, et par suite le terme déduit par 
le second procédé obtient le même signe que par le premier 
procédé. Par exemple, de 



^1,1 ^2,2 rtj,3 ^*,i ^6,5 ^6,6 1 



nomination de déterminant^ introduite par Cauchy, a été empruntée à des 
sommes formées d'après la loi ci-dessus, que Gàuss (Distfuis. arith.) a nom- 
mées déterminants des formes quadratiques. Depuis, Gauctiy {Exercices de 
Mathématiques , Exercices d'Analyse) a substitué au nom de déterminant 
celui Ag fonction alternée^ et aussi l'eiprcssion de résultante employée j>ar 
Laplace ( voir § I, 2). 
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on déduit 

^1,3 f^i.t ^3,1 ^4,4 ^5>6 ^e,s» 

en remplaçant les seconds indices i , 2 , 3 , 4 > ^ » ^ P^ï* 
Zfifiy^yGy^, Mais le même terme peut aussi se tirer du 
premier terme , en remplaçant les premiers indices 
3>2^i,4»6>5 respectivement par i92^3,4»S»6* P^r le 
premier procédé comme par le second^ îl y ^ toujours 
quatre indices remplacés par d'autres, et dans les deux cas 
le terme déduit reçoit le même signe* 

Deux systèmes dont l'un a pour lignes verticales les 
lignes horizontales de l'autre (et vice versa) ^ 

^2,1 ^2,2 • . • ûfj,B Oi,7 ^2,2- • • <^H,2 > 



^/i,i ^rt,2' • • ^n,n ^i>ii ^2,n« • • ^ 



n,ny 



ont le même déterminant S do a^^^ a^^^ . . . /2„^„. Car chaque 
terme de l'un des déterminants se trouve dans Tautre avec 
le même signe. 

4. Théorème. — Un déterminant change de signe lors- 
que, dans le système de ses éléments, on échange une ligne 
(horizontale ou verticale) avec une ligne parallèle. Un 
déterminant s'évssnouit identiquement lorsque les éléments 
d'une ligne sont égaux, chacun à chacun et dans le même 
ordre, aux éléments d'une ligne parallèle (*). 

Démonstration, — Soient R le déterminant donné, R' le 
déterminant qu'on en déduit par l'échange de deux lignes 
parallèles d'éléments ; R' contiendra les mêmes termes que 
R avec des signes contraires. Car le premier terme de R' 



( * ) Laplace, Histoire do l 'Académie de Paris, 177?, t. H, p. 297. — V^ander- 

MONDE,* ihid., p, 5l8 et 522. 



II 
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se déduit du premier, terme de R par rechange de deux des 
premiers ou de deux des seconds indices ; il se trouve donc 
dans R avec le signe contraire. Tous les autres termes de R^, 
qui se déduisent de son premier terme au moyen dHin 
nombre impair (ou pair) d'échanges de termes deux à deux, 
résulteront du premier terme de R au moyen d'un nombre 
pair ( ou impair) de ces échanges. Donc tous les termes de R' 
se trouvent dans tt avec le signe contraire, c'est-à-dire 
qu'on a R' Œ -^^ R.. 

Si les éléments qui composent les deux lignes parallèles 
sont respectivement égaux dans le même ordre, alors, par 
l'échange de ces deux lignes, R se changera en — R : or 
le système des éléments n'est pas altéré par cet échange, et 
par suite — R = R: donc R= o, quelles que soient les 
valeurs des éléments. 

Par exemple, on a 



««,!••• ««,11 




• ••••l ••• 


r:i: — 


On, 1 • • • I^H.n 








= (- >)"- 



«1,2 «t,3 



. «I,ft «1,1 



«3,1 «2,3* ■ • «2,n «2,1 



«n,2 «/i,3 • • • «n.n «/i,l 



«2,2 • • . <?2,n «7,1 
«3,2» • • «J,/i «3,1 

(1/1,7 • • • «n,r» ^«,1 



«1,2' • • «l,/l «1,1 



«t.i «J,î- • • «2,ra 

«2,1 «2,2 • • «2,» 

«3,1 «3,2 . . «a.n 

««,1 «n,î • • • «n,rj 



= O. 



En général, si /, A, /j . •• . , ainsi que r, vV, /, . . . ^ dcsigncnl 
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des permutations données de i , 2, . . . , n, on a 



Oi,r ak,s «*./. 



^i.i • • • ^'i,n 



^n,\ • • • ^a,n 



^rj a,,k ar,i* . 
as.i ^s,k ^sj' . • 
«M <?/,* «/./• • • 



e désignant Funité positive ou négative, suivant que les 
permutations données appartiennent ou non à la même 
classe. 

5. Théorème. — Si les éléments d'une certaine ligne du 
système s'évanouissent tous à Texception d'un seul, le dé- 
terminant du système donné se réduit au produit de Télé- 
ment en question par un déterminant d'un degré moindre 
d'une unité (*). 

Démonstration, — Soit 



R = 



^1,1 • ► • <3fi,/i 



^rt,i • • • ^H,n 



et supposons que parmi les éléments 



^1^1 ^/,î' • • ^i,nj 



Ui^i soit le seul diflerent de zéro. Prenons, dans le système 
donné, la i'^""" ligne horizontale d'éléments pour en faire la 
première ligne horizontale, et la A*^'"'' ligne verticale pour 
en faire la première ligne verticale, de sorte que, par 
(1 — I )-h [h — 1) changements de signe (4), R se change 



(*) Jacobi, Dei.i 5. 
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l3 



en 



fR = 









««,* ÛJI.I 



OÙ 6 = ( — i)'+*. Par hypothèse, les termes de s R dans les- 
quels le premier des seconds indices est différent de Ar, s'é- 
Tanouissent. Donc cR se réduit aux termes qui se déduisent 
du terme principal 

par la permutation des seconds indices i, 3,..., A — i, 
Ar-h I,. . ., I5 à Texélusion de k\ c'est-à-dire, aux termes 
d'un déterminant de degré n — i (2), multipliés par le 
facteur a,,ji* Ainsi 



« R = Qi^k 



«1+1,1 



^n. 



e ayant la signification indiquée ci-dessus. 
Exemples : 



hi bj bj b^ 

Cl Ci C3 c< 
O d:s O 



= -r/, 



«1 «î «< 

bx 62 b^ 
Ci r, r< 



• ♦ 



i4 

et 



?REHIÈRE PARTIE, § II. 



1 Ox Oi «3 




Q A| ^2 ^3 

C, C, Ca 


r- 


o «?| d^ di 





^1 62 *3 




• 
Cl ITj tj 


r=: 


di di r/3 





1000 
b by bj bi 

C C\ d C^ 
d 4, di e/3 



6. Il s'ensuit réciproquement que tout déterminant peut 
être mis sous la forme d'un déterminant d'un degré plus 
élevé. Par exemple, 



«l.l • . ^i,n 



^0,1 • «^B,» 



I a 



«+1,1 



. . .a 



n-hi,n 



O <7,,, . . .a,,, 



o On,i • • '^n,n 



O o flf,,, . . .£!,,„ 



O O 



^if, 1 • • • ^n,n 



et ainsi de suite. Les éléments 



'n-t-i,i î • • • > **n-+-\,n > 



^«4-2,1 > • • • » û«+î,n» <ï/i^-2,n4-i 9 



c|ui ne se trouvaient pas dans le développement du dé~ 
terminant primitif, pourront recevoir des valeurs arbi- 
traires quelconques, et par conséquent on pourra aussi les 
supposer nuls. 

7. Lorsque tous les éléments situés d'un même côté de 
la diagonale s'évanouissent, le déterminant du système 
se réduit à son terme principal. 



O O «3,3. . .«3,11 

o O O . • . a„^n 



= a 



•,« 



^1,7 «2,3» • '^2,n 
O «3,3 • • « ,« 



O O ...«„,„ 

^^^^ «1,1 «2,2 • • • ''«,B • 



= eic . . . [5 ] 
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§111. — Des termes (F un déterminant ordonne suivant 

les éléments d*une même ligne, 

1 . Théorème. — En dësignant par i et k deux indices 
quelconques de la suite i , 2, . . . , /i ; par R le déterminant 
2 ± «1,1 ûf,i . . .«„,„, par a,,ji le coefficient de a,,* dans R, 
c'est-à-dire par a^^j^ a^^i la somme des termes de R qui ren- 
ferment Télément a^^^ : les sommes 

«i,iai,*'4-aj,,a,,4-f-. • .-h«n,ian,*, . 

auront pour valeur R ou zéro, suivant que i et k seront 
égaux ou inégaux (*). 

Démonstration, — Chaque terme de R contient l'un 
quelconque des éléments 

qui forment la Z*^'"* ligne horizontale, et n'en contient qu'un. 
Par hypothèse, a,,i a/,i est la somme des termes de R où se 
trouve l'élément a, ,, et ainsi de suite. Donc 

R = ^i,i «i.i 4- «i,t a/.î -f- . . . -h ai^n «i,». 
On trouve de la même manière l'identité 

Si l'on y fait 
ou bien 



«l,l==«l,*» «2,1 = ûi,* 



, . . . , 



(*) Cramer, loc. cit. — Gadcht, loc, cit., p. 66. — Jacobi, De/., 6, Les identités 
qui résultentde ce théorème pour le cas de n=3, se trouvent dans Lagrange, 
Sur les Pyramides, 7 {Mémoires de l'Ac({démie de Berlin, 1773). 



'w*"'*""^^^npRi«ViW^HH|im 
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on oblieiit des sommes qui équivalent aux déterminants de 
systèmes où les éléments d'une ligne sont respectivement 
égaux aux éléments d'une ligne parallèle. Or ces détermi- 
nants s'évanouissent identiquement (§ II, 4). 

2. Pour multiplier un déterminant par un facteur, on 
multiplie par ce facteur tous les éléments d'une même 
ligne. Réciproquement, on peut placer devant le détermi- 
nant lui-même tout facteur commun aux éléments d'une 
même ligne. Ainsi 



abc 




Oi bi Cl 


— 


a^ bt Ci 





pa pb pc 

Oi bt Ct 

€li bi Cj 



pa b c 
pa, bi r, 
pa2 bi Ci 

C'est ce qu'on rend évident, en mettant le détermi- 
nant sous la forme a a -f- «!«! -4- a, a, , ou sous la forme 
« a -h t P -h cy. On a encore 



a b 
a, b, 

abc 
a ft, C| 
a bi Ci 



= a 



— a b . 

— «, b, 

I b c 

I b, c, 

I bi Ci 



abc 




I 


I c 


a b Cl 


^ab 


I 


I c, 


a b Ci 




I 


I Ci 



= o. 



3. Si tous les éléments d'une même ligne sont compo- 
sés chacun de m termes, alors le déterminant peut se dé- 
composer en une somme de m déterminants. Si Ton sup- 
pose 

«f,i =/'i 4- 7i -4- r, -h . . . , 

«1,2 = ^» -h <72 -f- /j -f- • . . , 
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»7 



on aura 



R = 



^1,1 «1,1 -+-«/, a a.,2 

P\ «1,1 -!-/>» «1,2 



Pn ^i,n 
qn ^i,n 



Les divers déterminants dans lesquels R se décompose, sont 
formés de R en y remplaçant les éléments 



^1,1 J ^/,2» • • • ? ^i,n 



par leurs parties respectives 






• » 



M 



/•;,, etc. 



On a, par exemple, 



A a, a^ 




c' «, 


«3 


b bi ^2 


4- 


b' b, 


b. 


c r, r, 




c' c, 


Cl 



4, La valeur d'un déterminant n'est pas altérée, lors* 
qu'on ajoute aux éléments d'une même ligne respective- 
ment les éléments d^une ligne parallèle, multipliés par un 
facteur commun {*) : ainsi 



a -{^ b p, b , c 


abc 




b b c 


a -\- bxpy b^y Cx — 


ax bi c, 


-+-P 


bl b, Cy 


a -h b'ify biy Cl 


Ctj Vj Cj 




bi bi Cj 



(voir 3 et 2), et le second déterminant est identiquement 
nul dans cette expression {§ II, 4). 



( *) Jacobi, Journal de Ci elle, t. XXII, p. 371.' 
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F2xEMPLES 





I X y 


— — 


I x,y. 




I ^,J2 



X — ^, r — h 
^1— «, Ji — h 





1 a b 


' — 


1 X y 




\ xy r\ 



(§11,6). 



I, X ~«, y —h 

I, X, rt, /, — ^ 

I, x, — a, jj — ^ 
1 , a — fl, ^ — h 
1 , .r — rt, j — ^ 
I, X, — rt, /, — A 

5. Détermination du coefficient ai,i qui multiplie Vêlé- 
ment Ui^i, dans le déterminant B.. — Pour ne conserver 
que les termes de R qui renferment fl,-^, supposons nuls 
tous les éléments d'une des lignes qui contiennent a.^jt^ 
à Texception de at^^ lui-même. Substituons ensuite l'unité 
à la place de a^^jt, et nous trouverons le coefficient cherché, 



«/.* 



'M 



. fl|,*_i a,,* rt,,*4. 



I • • 



a 



i.n 



O . . . G I O . . . O 



^a,i ' ' • ^n,k—i f^n,k ^n,*+i • • • ^n,n 



expression qui peut se mettre sous la forme d'un détermi- 
nant du degré n — -t (§ II, 5). Si l'on prend la i^"^ ligne 
horizontale pour première ligne horizontale, et la A'*"* li- 
gne verticale pour première ligne verticale, il se produit 
alors (i — i) -h (A — i) changements de signe dans «.^j 
(§ II , 4) , et l'on a par conséquent 



— r— tV-+-* 



«a- (-0 
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Par un procédé analogue, on déduit de R le coefficient 
qui multiplie dans R le produit Oi^i a^^s^ en remplaçant a^^i^ 
et «r,/ par l'unité, et mettant zéro à la place de tous les au- 
tres éléments contenus dans les lignes qui se coupent 
en Oi^]^ et en a^,,. Ce coefficient se réduit à un détermi- 
nant du degré n — i-^ et ainsi de suite. 

6. Détermination de oli^j, par les permutations circu- 
laires, — Pour déduire de R un autre déterminant, égal 
en valeur absolue, et dont le premier élément soit Ui^j, , en 
se servant de permutations circulaires, il suffit d'effectuer 
successivement i — i permutations circulaires desv lignes 
horizontales , et A — i permutations circulaires des lignes 
verticales, ce qui introduit 

( f — I -+- A- — i ) [n — I ) 

changements de signe (§1,5). On a par conséquent (S) 



«,-,= (- l)(-0(*H^) 



^i-{-\,k+\ ' ' • ^i4-i,n ^£-4-1,1 • • • ^i-*-l,*— 4 




Oi^\,k-{-\ 



Dans les déterminants de degré impair, les coefficients a, i 
peuvent sedéduire de a,^t P^ir des permutations circulaires, 
sans changement de signe. On a, d'après cela, pour la 
formation des déterminants par voie récurrente. 



abc 




bi r, 




©2 ^2 




b c 


«, b, c, 


— a 




-+-«1 




-h «2 




j 




b-i Ci 




b c 




bi r, 


a-iO^Ci 
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et 


a 


b c (l 


^1 


b, c,d, 


«2 


b-i C2 d. 


ft^ 


^?. Cl ''^3 
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b^c.d, 




bi Ci d^ 




by Cj «?3 




b c d 


=za 


bt Ci d. 


— r7, 


bz Ta r/3 


■^a. 


b C d 


— ^3 


bi C^ d, 




b, c, r/3 




b c d 




bx c, r/, 




bi C2 <^2 



7. Détermination de oLi^j, par la differentiation. — Si 
les éléments d'un système sont indépendants les uns des au- 
tres, il suffit, pour différenlier R par rapport à a,^jti de con- 
sidérer seulement la somme û'/,^ a,,*. Or ai^j, est indépen- 
dant de a,^;[ ; par conséquent 



dK 



-«/,*(*). 



Le coefficient de a.^j dans R peut donc s'exprimer par le 
quotient différentiel partiel 



^«1.* 



Le coefficient de ai^i a^^, dans R entre dans oli^i comme 
coefficient de a,.,,, et peut en conséqiience s'exprimer en 
différentiant a,,i par rapport à a^^, , ce qui donne 



^'R 



dai^\ dar,s 



D- 



De ce coefficient on peut déduire celui de a,.^i a^^^ dans R, 
en échangeant entre eux les premiers indices i et r, c'est- 
à-dire en échangeant la i'^"'" ligne horizontale du système 
donné avec la H^"'^ Par là, R subit un changement de 



(*) Jacobi, Det., 6. 
(**) Jacobi, Det., 10. 
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sigue 5 on a donc, pour le coefficient clierclié , 
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^R 



fi'K 



ciar,k àûi^s 



datait dar.s 



On déterminera d'une manière analogue le coeflîcicni 
de ai^i Or^s «M,./ dans R. On trouve en même temps des rela- 
tions entre les troisièmes dérivées partielles de R. Et ainsi 
de suite. 

8. Si les éléments du système, qui portent les mêmes 
indices dans l'ordre inverse, tels que ai^i ^\ ^*,o dépendent 
l'un de l'autre, il en est de même aussi des déterminants de 
degré m , 



P = 



^i,r f^i^s ^i.t • • • 



et Q = 



fJr,i a,,k (IrJ. , . 

^s.i as,k as,i. . . 

«/,! f^l.k (it,i- ' • 



dont Tun se forme au moyen de l'autre en permutant la 
suite des premiers indices avec celle des seconds. 

I. Si, en particulier, a^t^, = a^^l^ alors on a Q = P, car 



P = 



^r,i as,i at,i 

^r,k Os,k «/,* 
«r,/ OsJ aij. 






(§ n, 3) 



II. Si l'on a ai,^i = — a,-,^ , Oi^i = o , alors Q = ( — i)""?. 
En effet, en multipliant chaque ligne verticale de P par — i , 
et par suite (2) P par ( — i)"*, il vient 



(— 1)"»? = 



Or,i f^s.i ^/,i« • • 
Or,k Ojk at,k' ' . 
Or.l th.l ^t,h • • 



«r./ «r,A ar,l. 

^s,i Os,k a^j. 

^t.i Ol,k Otj. 



(§11, 3), 



1 
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Si la suite des indices r, 5, r,. . . est une permutation 
des indices /, A, /, ... et que m soit impair, alors Q est, 
non-seulement = — P, mais aussi =-i-P (§ H, 4), et, 
par suite, le déterminant est identiquement nul. 

9. Théorème. — ; En désignant,, comme ci-dessus, par R 
le déterminant 

^1,1 • • • ^\,n 



a„^X ... £7 



n,a 



et par oli^i le coefficient de ai^i dans R, on a, dans Thypo- 
thèse de a^^i = ai^i , 



(^i,J, = a*.i = - 



a 



1,1 



2 (iai^k 

dK 

—^— • 



(*), 



Au contraire, on a, dans Thypollièse de a^j^,- = — a,-,* et 
de ûi^i = o , 

R=:(-l/R, a/.*=(-l)-' a*,,-, 



et par suite, pour n pair, 



I dR 



a/,* = — «i,/ =r - 



2 dai^k 

y-i.i = o , 
et pour n impair, 

R=:0(**), a/,*=a*,/. 

Démonstration. — Les propositions énoncées relative- 
ment à R et à «,-,4 résultent des propriétés de P et de Q 
trouvées dans l'article précédent [voirQ). On a de plus. 



(*) Jacobi, Journal de Crellef t. XII, p. 20. 
(**) Jacobi, Journal de Crcllc, t. II, p. 354. 
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en venu de la dépendance entre les ëléineiils correspond 
dants a„i et ^i^,. (7) , 



Mais, d'après la première hypothèse, on a 

dak,i 

et par suite 



En vertu de la seconde hypothèse, on a 

dak^i 



I» 



dai,k 

et par suite (7) 

<iR 

Pour w pair, — a^^, = a,^^ -, par conséquent 

dK 



dai,k 



= 2a,,/i 



Pour n impair, - — s'évanouit identiquement, comme R 
lui-même, et l'équation 

r/R 



a/.* — «*,! 



dtti^k 
donne le résultat déjà obtenu , «,,;i = a/,i . 

10. Différentielle dun déterminant. — Si tous les élé- 
ments du système doivent être considérés comme des varia- 
bles indépendantes, alors, en vertu de l'équation (7) 

^R 



■=1: 



■^ 
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on a, pour la différentielle complète, 

les termes de cette somme se déduisant de a» ^^ dui^j, , en rem- 
plaçant i et h successivement par tous les indices depuis i 
jusqu'à n. 

Soient, par exemple, j^i ^y^ , . . . ^y^ des fonctions de x-^ 
désignons le A**"** quotient différentiel de ji parj/^j^^ for- 
mons le déterminant 



R„ = 






• • • Jn 

• • • Xn.t 



y \,n—\ Xi^n—i • • • yn,n-'\ 



et désignons par yj.^^ le coefficient de j,^t dans R„. On a, 
d'après la formule que nous venons d'établir, 



^R, 



dXi.k 



iyk ijk 



La somme (1) 

s'annule pour toute valeur de k inférieure k n — i •, il 
reste, par conséquent, 

i 

li. Théorème. — Si Ton a R= 2±:û,,i ûs^j. . .a„,„et 



(*) Jacobi, Del., 6. 

(**) Abel, Journal de Crelle, t. II, p. 22. 
t. XXXIX, p. 91. 



— MàlmstêN; Journal de Crelle, 
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que a,^4 désigne le coefficient de «/,» dans R-, si de plus 
B = 2 zh 5i,i ij,, . . . J„_,,„_i, et que (3;,* soit le coefficient 
de Télément bi^j, dans B ; si enfin on forme au moyen de B 
de nouveaux déterminants B,, en remplaçant les éléments 
de la première ligne verticale i,,i, ii,i, . . . , i„-i,t par les 
éléments aj^,, ^i,,?- • .9 ^»-i,i5 on aura identiquement 

«/i.i B, -4- Cln,2 B2 -h . . . H- <X^n,n Bn = O (* ) . 

Démonstration. — D'après (i), on a les identités 

<^n,i ^1,1 -|-a„,2«i,2 4- . . . -4- «11,11 «i,B =0, 

a-,1 ^a.i -4- a„,j 02,2 4- ... 4- a„,„ a^^n = O, 
..•••.•.•••••.. «t...... .«•....•••.... 

«n,l ûrrt_|,i 4- (X.n,7 «n— l.sH- ... 4- «n.ft^n— l,n = O. 

En multipliant ces équations respectivement par les 
quantités 

et faisant la somme des équations ainsi obtenues, la quan- 
tité a^^, aura pour coefficient, dans cette somme, l'expres- 
sion 

B/= «1,1 Pi,| 4- «2,t Pj,i -4- • . • 4- «/ï-i,i Pn-i,i> 

qui se déduit du déterminant 

^ = ^1,1 Pi,i 4- ^a,i ^2,1 -h- . . • 4- ^n— M Pn— 1.1» 

en remplaçant les éléments èi^i, ^2,15» • •? ^/i-i,i par les 
éléments a,,,, «g,,,. . ., «„«,,,. 



(*) Bezout (Équations algébriques, 1779, § 220) a indiqué les cas les 
plus simples de celte idcnlitc. 
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Exemples. — En écrivant, pour abréger, 

(abc) , (abcd)y . . . , 



au lieu de 









a 


b c 




a 


h 














9 


Ox 


bi c, 


9 


Ok 


h, 




AT, 


b^ c. 





a b C d 

<7, 6, c, ^1 

/ij bi r, //j 

flTa ^3 C3 é/j 



on a 



(^c) {ad)-\^[ca) {bd)-^{ab) (cd) = o (*), 
(^c^) (a<?/) — (c€/a) (bef) ^ (dab) (ce/) --• {abc) (de/) 
(bcde) {a/gh)^(cdea) (bfgh) H- (deab) [cfgh) 

[eabc) [dfgh) -\- [abcd) ( efgh) = o , etc. . . . 



= 



Remarque, — Les propositions géométriques correspon- 
dantes (voir ci-dessous, § XVI) ont été établies par Monge, 
1809 [Journal de V École Polytechnique, XV® cahier, 
p. 68), et, depuis, par Mœbius {Baryc, calc,^ §§ 166 et 171). 
Le théorème précédent est contenu dans la décomposition 
générale du produit de deux déterminants, que Sylvesier 
a donnée (Philos, Mag.^ i85i, t. II, p. 14^5 compar. i852, 
t. II, p. 342), et dont Faà de Bruno (Journal de Liou\^ille, 
t. XVII, p. 190) a publié une démonstration très- simple. 

§IV. — Décomposition d'un déterminant en une somme 
de produits de déterminants partiels, 

i . Théorème. — Partageons les lignes horizontales d'un 
système donné de «' éléments en groupes, dont le premier 



{*) Cette identité se trouve déjà, d'après Findication de Yandermonde 
{loc. cit., p. 527), dans les Mémoires publiés par Fontaine, 1764 (au com- 
mencement de sa Seconde méthode du calcul intégral, p. 90) . 
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contienne les a premières lignes horizontales, le deuxième 
les |3 suivantes, le troisième les y suivantes; et ainsi de 
suite, de sorte qu'on aita-|-(3-hy-|-...= n; 

Formons , avec une combinaison quelconque de a lignes 
verticales du premier groupe (rangées suivant Tordre ascen- 
dant), le déterminant Â de degré a ; 

Parmi les lignes verticales du second groupe, laissons de 
côté les prolongements des lignes verticales qui •entrent 
dans A, et avec une combinaison quelconque de (3 des lignes 
verticales restantes, formons le déterminant B de degré (3 ; 

Parmi les lignes verticales du troisième groupe , laissons 
de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans A et dans B, et formons, avec une combinaison queU 
conque de y des lignes verticales restantes, le déterminant 
C de degré y, et ainsi de suite. 

Parmi les lignes verticales du dernier groupe , laissons 
de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans A, B, C, . . . , et formons, avec les lignes verticales 
restantes, un déterminant de degré n — et — (3 — y . . . . En 
formant le produit ABC ... de toutes les manières possibles, 
et donnant aux divers produits le signe -h ou le signe — , 
suivant que la série de tous les seconds indices est une per- 
mutation des seconds indices donnés appartenant à la pre- 
mière ou à la seconde classe; la somme de ces produits est 
égale au déterminant donné (*). 

Démonstration. — Un produit tel que ABC. . . renferme 
ceux des termes du déterminant qui se déduisent du terme 
principal 

en laissant invariables les premiers indices , et partageant 
au contraire les seconds indices en groupes (rangés suivant 

■ r- — -r I ■ ' ' I ■ Il I ■ n I _ I . _.j ■ . ■__ . I , 

(*) Jagobi, Dct., 8, d'après Laplace, hc. cit. y p. 394. 
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Tordre ascendant) de a, j3, y, . . . indices, et permutant les 
indices dans chacun de ces groupes. Si l'on effectue le grou- 
pement de toutes les manières possibles, el que l'on permute 
chaque fois les indices dans les divers gt*oupes , on obtient 
toutes les permutations des seconds indices donnés. La 
somme de tous les produits ABC . . . comprend par consé- 
quent tous les termes du déterminant donné. 
Le déterminant A peut être composé de 



0= 



n\ n[n — 1)...(« — a4-i) 
a / \ . ">. ... a 



manières différentes, puisque c'est là le nombre des combi- 
naisons de 71 indices pris a à a. Pour chaque déterminant A, 



n 



on peut former ( j déterminants B différents , puis- 

que c'est là le nombre des combinaisons jS à (3 des w — a 
indices restants. Pour chaque produit AB, on peut former 



« — a — p 



déterminants C différents, et ainsi de suite. 



Par conséquent, on peut en général former 

ln\ in — a\ In — a — p\ 1.2... « 

\a/ \ P / \ 7 / 1 .2... a.1.2... p. 1.2...7 ... 

produits ABC. . . , dont la somme compose le déterminant 
donné. On retrouve, en effet, le nombre des termes du dé- 
terminant (i .2. . .n), en multipliant le nombre des pro- 
duits ABC. . . par le nombre des termes d'un tel produit 

FXEMPLE : 



a ttx «2 ^3 
b bx bt bi 




a (ix 

b bx 




C-2 ^3 

d^dz 




b b. 




Cx Ci 

dx d^ 


-h 


n «3 

b b. 




Cx Ci 

dx d^ 


c Cx X, C3 

d dx d-x f/3 


4- 


ûx «a 

bxb. 




c Tj 

dd. 


— 


Gx a, 
bxb. 




c C2 

dd. 


-h 


bi bi 




c Cx 

ddx 



^^ 



V 
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La décomposition d un déterminant du n'^'"' degré en une 
somme de produits formés chacun d'un déterminant du 
1^ degré el d'un déterminant du ( « — 2 )'^'"* degré se trouve 
traitée avec développement par Jacobi (Det., 9 et 10). 

2. Lorscpie les éléments du système donné, qui ont i li- 
gnes verticales ein — l' lignes horizontales communes, s'an- 
nulent, le déterminant se réduit au produit d'un détermi- 
nant de degré / par un déterminant de degré n — i (*) 



^«,1 • • • ^1,1 ^i./-»-i 



a 



M» 



O • , , O ûi-^.\^i^i. . . fti^y^n 



o . . . o tf„,,+i 



a 



n,n 



0\,\ ' ' • ft\,i 



^i,i' ' • ^i,i 



^lH-i,i-+-l • • • ^l-+-i,« 



^n,i-\-\ • • • "n,« 



Si Ton partage en effet le déterminant donné en une 
somme de produits de déterminants du i'^"" et du( /ï — i) '^'"' 
degré, en réunissant dans un même groupe les n — i lignes 
horizontales désignées dans l'hypothèse, et dans un autre 
groupe les i lignes horizontales restantes , parmi les déter- 
minants de degré n — 1 que Ton aura à former, un seul 
sera différent de zéro. 

3. Si l'on désigne en général par 

y > S'? • • • > '*» ^j • • • ? 

deux permutations de i , 2, . . . , « ;/", g:, . . . et i, ^, . . . étant 
dégroupes de m indices, tandis que i\ 5,. . . et w, i^, . . . 
désignent les n — m indices restants^ le déterminant de de- 



C*) Jacobi, Det., 5. 



3o 
gré m 
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s'appelle un {/* — m)*'"" déterminant partiel , par rapport 
au déterminant de degré n, 



R = 



«,,,. . . a 



i,n 



^n,\ • • • ^n,i 



n 



Le coefficient de ce déterminant partiel dans R peut se trou- 
ver en remarquant que l'on a 



^g>* ^8'^' ' ' ^i'^ ^ê'" * * 
• ••••••••••■«■••«•' • 

^r,i ^r,k • • • ^r,u ^r,v • • • 
û*.i ^s,k' • • ^s,u Os.9 ' • • 



«R, 



s désignant Tunité positive ou négative, selon que les per- 
mutations données appartiennent ou n'appartiennent pas 
à la même classe (§ II, i). En décomposant e R en produits 
de déterminants de degré m et de degré n — m, on obtient, 
pour le coefficient du déterminant partiel 



Of,i ^f,k* • • 
^g>i ^g,ff • • 



(*) D'après la dénomination adoptée par Jacobi, Journal de Crelle, t. XXVII, 
p. ao6, et t. XXX, p. i36. Comparez avec les Siystèmes dérivés de Cauchy, 
loc. cit., p. 96. 
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dans 6 R, le déterminant partiel 

^r,a ^r,9 • • • 



3i 



Le coeflScient cherché est donc, e ayant la même significa 
tion que ci-dessus, 






expression qui coïncide avec le coefficient du produit 
^r,i ag^k . . . , dans R (§ III, 7), 



€^R 



daf^idogk- . . 

-4. Le développement du déterminant 



/(^) = 



«M 4-2 «,,a 



«i.« 



a 



2,« 



rtfj^a -f-Z . . . Oi^n 



a 



«.« 



^n,i ^n,n "»" ^ 



suivant les puissances de z donne 



R„-hz2)R«-. -H^'^^"-'"^ ••• ^-«""'2^'"^^"' 



r 



expre 



ssion 



Hm — 






étant un déterminant partiel du degré m, dont la diago- 
nale est formée d'éléments appartenant à la diagonale de R„ , 
et S R^ désignant la somme des déterminants qui se dédui- 
sent de R,„ en remplaçant les indices /, fc,. • . , par toutes 



i 
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les combinaisons différentes des nombres i, 2,..., /i, 
pris m km (*). 

Démonstration. — On aperçoit immédiatement que le 
premier terme R„ coïncide avec f {o)^ et que le dernier 
terme est bien z". Les termes du développement qui con- 
tiennent z"* résultent des termes du déterminant ^(z) dans 
lesquels il entre m éléments quelconques de la diagonale. 
En désignant maintenant par /, A, . . . une combinaison 
quelconque (rangée suivant Tordre ascendant) de m in- 
dices de la suite i, 2,. . ., n, et par r, 5, . . . les indices 
restants, on a (§11, 4) 



/(») = 



«*,«• H- - «/.*' 



a 



i,r 



^kj 



«/-.it-t-z. • - «*,, 






ar,i 



Clr.k 



a, 



a 



s,t 



^s,k ^s,t 



2 ar,s 






f(z) étant mis sous cette forme, on reconnaît, par le théo- 
rème 1 , que le développement du produit 



«1,1 -H-« Oi^k 

«*,»• «*,* -h z . . . 



ar,r-^Z Or,, 



a 



s,r 



a 



s, s 



forme une partie du développement cherché du détermi- 
nant f(z). Le développement du premier facteur suivant 
les puissances de z se termine par 2'", celui du second fac- 
teur commence par 






(*) Jacobi, Journal de C/t*//e, t. Xïï, p. i5. 
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Par conséquent 




^r,r ^r,s • • • 




Z"» 


«i,r Os^s • • 
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est la forme générale d'un des termes du développement 
cherché, qui contiennent z"*. En remplaçant les indices 
z*, A, . • . par toutes les combinaisons possibles m k m des 
nombres de la suite i, 2,. • ., n, et par suite r, s^. . , par 
toutes les combinaisons possibles n — mkn — m des mêmes 
nombres, on obtiendra tous les termes def{z) qui contien- 
nent z"*^ en facteur. 

§ V. — Des déterminants ordonnés suivant les produits 
des éléments de deux lignes qui se coupent, 

1. Théorème. — En désignant par R le déterminant 
2)dba],i ûîjj. . . a„,„, par R' le coefficient de l'élément a^^, 
dans R, et par a,^^ le coefficient de l'élément a/^^t dans R', 
on a 

R = ar,,R' — 21 ^'''* ^''* °^''*' 

i,k 

On obtient les différents termes de la somme en faisant (*) 

/=i, 2,..., r — 1, r-hi,..., /!,. 

Démonstration, — Les termes du déterminant R con- 
tiennent ou bien l'élément a^,,, ou bien le produit de deux 
éléments appartenant aux lignes qui se coupent suivant ^r^,, , 
par exemple, le produit a^.,* û,,,, k désignant un indice 
quelconque différent de 5, et 1 un indice différent de r. La 



{*) Cauchy a donné un cas particulier de cette formule {Journal de 
VÊcole Polytechnique, XVII« cahier, p. 69). 

3 
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souime des termes de R qui contiennent a^^s est par hypo- 
thèse a^^s R'- I^c coeâScient du produit a,.,i a,,, dans R est 
d'ailleurs égal et de signe contraire au coefficient de a, ,, a,^i 
dans R (§ III, 7), et par conséquent égal et de signe con- 
traire au coefficient de a^^^ dans R'. Donc — a/,j est le coef- 
ficient de ûr^k cii^, dans R. 

Corollaire. — D'après les notations précédentes, le coef- 
ficient de Félément a^,ji dans R est 

— ^^i>s «a, (i= I , 2.. . , r— I , r-h I,. . . , /i). 
i 

De même, le coefficient de a,^, dans R est 

— ^^r,k OLi,k, (^=1,2,..., A'— 1 , * -h 1 n). 

k 

2. Si le système des éléments donnés est symétrique, de 
sorte qu'on ait a;t,i = ^i,iy et que R' soit le coefficient de 
l'élément a^^r dans R, et ai^,, le coefficient de Félément^a/,* 
dans R', on trouve (i) 

R = ar,r R' — "V ar,i ar,k «1,*. 

Les termes de la somme répondant à des valeurs inégales 
de / et de /r, sont, dans ce cas, égaux deux à deux, puisque 

«,., = «,.» (S III, 8). 

Exemples : 



a box bo- 

bo\ û| ^i: 

b^i bii ai 

a b^^bdibftz 
bixOx bxibii 

b^ib,2fi7 ^23 



= fla.Oa ab]^ ^I^Îj ^2^Jl + 2^01^02^12. 



— b\,(a,a,— b\,) — bl,{a,a,'^b^^) — bl^{aia,~b],) 

-|-2é^„t,2(flr3 6,2— 6,3^53)+ 2 ^0,6^(^2 ^13— biibts) 



o 


a 


b c 


a 


o 


• 

Ci bi 


h 


Ci 


o Ox 


c 


hi 


Oy O 



(tC, 



=za}a\ -^b^b] -^c^c\ —laa^bb^-^iiaaxecy—'iibbycc 
= (flfli-4- bb^ — cc^Y — ^aa^bb^ 
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Comme cas particuliers , on a 

a b 

a o c =^ 2 abc. 
b c o 
> a l 

2 o € 

b Cl C 

1 bx c 

X {{ââi — yfbb,-^ sfcci){'^ sfââ,-^ V^ + v/^)- 

o I I I 

= û* -h ô' -h c^ — lab — ibc — 7.ac 
= («+ b — c^—^ab 
\ b a o 

= ^{sfâ^)/b'h sjc){\/â -h V? — )/c) {\/â — s/b-i- ^c) 

X(— n/Â-H V^4- v/c). 

§ VI. — Des produits de déterminants. 

i . Théorème. — Formons, avec deux systèmes donnés 
d'éléments , 



i o c b 
1 c o a 



«1,1, . • ., ^i,py 



bl,ly . . . , ^, „, 



et 



««,!> 



• • • > ^n.p > 



^«,1 I • • 1 ^n,py 



un troisième système d'éléments , 



^1,1 j • • • j ^l,n 



^n,i > • • • ^ ^n,»: 



de telle sorte que le fc*'"'* élément C;,jt de la i'^""' ligne hori- 
zontale s'obtienne en multipliant les éléments de la t'*'"* 

3. 
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ligne horizontale du premier système 

respectivement par les éléments de la A'^'"' ligne horizon- 
tale du second système 

et faisant la somme des produits , ce qui donne 

^i,k = f^i.i bk,\ -+- «i.î bk.-i -h ... 4- ai,p àk,p- 
Désignons par R le déterminant de ce système 

Formons , au moyen d'une combinaison de n lignes ver- 
ticales quelconques du premier système, le déterminant P, 
et au moyen de P^ par le changement de a en i , le détermi- 
nant Q, dont les éléments appartiennent au second sys- 
tème. En formant la somme de tous les produits PQ pos- 
sibles, on a 

Quand /^ =. w , R se réduit au produit unique PQ. Quand 
p <^ 72 , R est identiquement nul (*). 

Démonstration. — En faisant prendre à chacun des in- 
dices indéterminés r, 5, f,... successivement les valeurs 
I, 2, . . . ,p, alors, par hypothèse, le terme principal du 
déterminant sera 



{*) BiNET et Cadchy (dans des Mémoires publiés en même temps, Journal 
de V École Polytechnique» XV1« cahier, p. 286, et XVII« cahier, p. 81 et 
107), ont déduit cette proposition de la considération des cas particuliers 
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De là on déduit les autres termes de R , en permutant les 
seconds indices des éléments c, les premiers indices de- 
meurant immobiles. Or, dans cette opération , les premiers 
indices des éléments b sont seuls permutés sous le signe 
sommatoire, tous les autres indices n'éprouvant aucun 
changement. Par conséquent on a 



r,j,l,. 



Le déterminant Q s'annule lorsque deux des indices /*, s, 
t, , . . sont égaux entre eux (§ II, 4). On obtient dond tous 
les termes de la sonune à former, en remplaçant /v 5 , ^ , . . . , 
par tous les systèmes de valeurs de n indices différents 
pris dans la suite i , 2, . . .p. 

Si l'on a maintenant p <^ J^, alors R = o. Car, parmi 
les indices r, 5 , f , . . . , dont les valeurs doivent être prises 
dans la suite i, 2, . . . , p, et qui sont au nombre de n, il 
faut qu'il y en ait quelques-uns égaux entre eux-, par con- 
séquent, pour toutes les déterminations possibles de r, 5, 
ty,.., on aura identiquement 

Q = o. 

Si/3 = w, alors on ne peut prendre, pour système de va- 
leurs des indices r, 5, f, . . . , que les diverses permutations 
de 1 , 2 , . . . , w , parce que , pour tout autre système de va- 
leurs, Q serait identiquement nul. Or, par la permutation 
des indices r, s, f , . . . , Q se changera soit en Q, soit en 
— Q (§ -^^^ ^)i P^^' conséquent, la somme désignée par R 

qu^avaient donnés Lagrange (Hémoires de VÀcadémie de Berlin, 1773, 
p. 285) et Gauss (P/57W/5. arithm., 167, iSg, 268, 1). Voir JacobIj Det., i3 
et 14. 
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contient tous les termes du déterminant ^l — ^i>i ^î,2«»-^n,n9 
multipliés par le fadeur Q^ c'est-à-dire que Ton a 



R = 



^1,1 • • • ^t,n 



^n,\ • • • ^n,n 



^1,1- • • b\,n 



^n,\' ' • ^n,n 



Si p^ n,on peut prendre d'abord pour systèmes de va- 
leurs des indices r, 5 , t, . . . , toutes les combinaisons n k n 

des nombres i , 2 , . . . , p. On trouve sinsi ( " ) termes de 

la somme cherchée, d'où l'on peut déduire tous les autres 
en remplaçant chaque combinaison r, 5 , f , . . . par ses di- 
verses permutations. D'après les remarques qu'on a faites 

pour le cas des p= n^ chacun des ( ^ j termes , joint à 

ceux que l'on en déduit, forme le produit de deux détermi- 
nants PQ. On a donc 



K = 2 



Oi,r ^r,j ^i,r • • • 
^2,r ^2,5 ^2,t* • • 
^3,r ^3,s ^Z,t' • • 



^l,r bi^s ^t,t' • • 
ài,r ^i,s àij. . . 
^3,r ^3,5 ^z,tr • • 






OÙ l'on prendra pour les systèmes de valeurs r, ^ , f , . . . , 
toutes les combinaisons n k n des nombres de la suite 
I, 2 , . . . , ^. 

Exemple. — En posant 

Ci,k = «1,1 àk,i H- fl,-,j bk,i -h «,-,3 ^*,3> 



on a 



^1,1 ^r,j ^1,3 ^1,4 

'^j.i <^2,a ^2,3 ^2,4 

= 0, 

^3 1 ^3, a ^3,3 ^3,4 
^4,1 ^</2 ^4,3 ^4,4 
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et 



^i,j ^1,2 ^1,3 

Cj,i <?2,2 ^9,3 
^3,1 ^»,a' ^3,3 



«1.1 «1.2 «1,3 
«2,1 «2,2 «2,3 
«3.1 «3,2 «3,3 



^1,1 ^1,2 ^1,3 
^2,1 ^2,2 ^S,3 
^3,1 ^3,2 ^3,3 



^1,1 


^1,2 


— . 


«1,1 « 


l.J 




b,., 


b 


l,ï 


-h 


a 


U ^1,3 




^2,1 

* 


^2,2 




«2,1 «2,2 




• 


^2.2 




«2,1 «2,3 








«1,2 «1,5 




^1,2 ^1,? 






-f- 








• 










«1 


.2 


«2,3 




^: 


1,2 ^2 


,3 







^2.1 ^2.. 



2. Si 5 en particulier, les éléments b sont respectivement 
égaux aux éléments a marqués des mêmes indices , alors 
le système des éléments c est, symétrique j c'est-à-dire 
qu'on a 

• Ci,k = Ci,i = <?,,, ai,, -H a,-,, fl)t,j -f- . . . H- «, „ a* - , 



et par suite 



^1,1 • • • <'!,« 



^n.l» • • ^n,H 



=2 



«i,r «l,j «!,/• • • 
«2,r «2,« «2,/' • • 

«3^ «3,« «s,r- • • 



en prenant successivement pour systèmes de valeurs de 
r, 5, f, ... toutes les combinaisons n k n des nombres 
1,2,..., p, et faisant la somme des résultats. 

Tant que les éléments a sont réels, le déterminant 

V dt (7,,i Cî,i . . . c„,„ est positif, et ne peut s'annuler que si 

le déterminant 

«i,r «»,j «i,f • • • 
«2.r «2,j «2,r' • • 
«J,r «3,f «3,/ • • • 
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est nul pour toutes les combinaisons r^ s , t,, . . (*). Le cas 
particulier 



2 y JCJC^ 



r', 



ZZ 



i» 



xar. 



>r^ 



ZZ-, 



XiX-hXiX-^z.Zf XjX.-l-jj/.-l-ZaZ,, xl -^-yl -{- z] 

X y z 

X\ y\ ^1 

^1 yi 2a 

avait déjà été trouvé par Lagrange (Sur les Pyramides , 3). 

3. Le produit de deux déterminants V et (^de degré n 
est un déterminant R de même degré ^ que l'on peut écrire 
sous quatre formes^ en général différentes entre elles (**), 
en composant chacun de leurs éléments soit avec une ligne 
horizontale de P et une ligne horizontale de Q , soit avec 
une ligne horizontale de P et une ligne verticale de Q , soit 
avec une ligne verticale de P et une ligne horizontale de Q , 
soit enfin avec une ligne verticale de P et une ligne verti- 
cale de Q. Si l'on pose, en effet. 



P== 



û|,i • ' • ^i,n 



«»i,i . . . « 



n^n 



Q = 



^i,i • . • àt,n 



^«,1 • • • ^«,j 



on a, d'après le théorème l , 



R = 



^K,i • • • Ci^n 



'^n,i ' • • ^n,n 



= PQ. 



en supposant que Ton prenne 



Ci,k = «/,i bk,i H- ûr;,2 bk,2 4- ... 4- û,-,„ ^*,„. 



(*) Jacobi, Det., i3. 

(**) Caiicby, /oc. cit., p. 83 
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On a par conséquent 



4i 



a,,,. . . a 



i.n 



^n,\ • • ' ^n,n 



^1,1 • • • ^l,n 



*^n,i • • • *^n,i 



D'après la règle de formation que nous venons de donner, 
on a encore 



^1,1 • • • ûi,« 



**n,i • • • ^n,ii 



^1,1. • • ^«,1 



^l,n« • • ^n,« 



«M ^1,1 -h. . . -f-«i,n^n,i? • • . > «I,i^i,n4-. • • + <ïi,n^n,/j 



^/i,l ^1,1 + •..-+- ût„^ii^/i,l> • • • > ^n,l^l,/i"H • • •■4"û/i,nC'/i,M 



û|,i • • • ^n,i 



^l,n* • '^«,11 



^1,1 • • » ^l.n 



^n,i • • • C'n.n 






^M • • * ''n,! 



^i,n* • •^n,n 



^i,« • • • ^/i.i 



«1,1 ^1,1 4-. . •4-«i,B^i,ni • • • > «i,i^n,»-H. . .H-ai,„^ 



nyn 



^n,l^i,lH-« • • 4-fl«,ra^l,/n • • • » ^n,i^/i,lH- • • • + «/i,n ^/i,n 



Les déterminants qui entrent comme facteurs dans les 
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premiers membres de ces égalités, ue sont autre chose 
que P et Q (§ H, 3). Donc les déterminants qui for- 
ment les seconds membresxne dift*èrent point de R, c'est- 
à-dire qu'on a 



a 



1,1 • 



. a 



\,n 



^n,\ • * '^n.n 



^1,1 • • • ^l,/i 



^n,\ • • • ^n,n 



^1,1 • • ' ^\,n 



^n,\ - ' ' ^n,n 



C/,ji désignant Tune quelconque des quatre sommes 



««,t ^1,* -1- «1,2 ^2,ft H- • • 

ai,ibk,i -f-«2,i^A,2-+-. . 



• -I- ^i,n bk,n j 



4. Ze produit d'autant de déterminants quon voudra 
est un déterminant dont le degré ne surpasse pas le plus 
élevé des degrés donnés, et dont les éléments sont des fonc- 
tions rationnelles et entières des éléments donnés [*). En 
effet, si les degrés des déterminantsdonnés ne surpassent pas 
le n**"**, on pourra mettre tous les déterminants sous la 
forme de déterminants du n*'"*'* degré, et alors, d'après la 
règle (3), multiplier le premier par le second, le produit 
par le troisième , et ainsi de suite. 

D'après le § II, 6, on a 



«1,1 • • • «i,m 



««,1 • • • «m,»i 



«1,1 ■ • • «i,ra 



«n, i • • • ^n,i 



si chacun des éléments ai^i^ pour i^m^ est égal à zéro ou 
à l'unité, selon que /r^i, les autres éléments non donnés 



(*) Jacobi, Det., i3. 
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restant indéterminés. On a par suite 
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«i,t ... a 



»," 



^'■i,! • . 'Om,m 



^'i,! • • • ffi,n 



^n,l ' • • *^n,n 



f^\,\ ' • • ^1,» 




^1,1- . . ^1,11 


^n,t • • • ^n,/! 




On,i • • • ^n,n 



C\,i- • • ^l,» 



^n, l • • • ^i 



A^n 



en supposant 



Ci,k = û/,i hk,\ -4- û|,« ô*,t -+-... H- «,•,» 6*,». 
De cette somme il ne reste, pour i^m^ que les termes 

^k,i -H «i,i+i ^*.i+i -4- ... H- û,-,„ A*,„. 
Si les éléments indéterminés sont tous nuls, on a 

Ci,k = Oi^x àk,i H- a,-, a bk,i -4- ... -h a,,» ^*,» , 
ce qui, pour i^m, se réduit à bi^i seulement. 
Exemple : 



a b c d 






a p -h b q^ 


a pt-hb qty 


c , 


d 


Oi bx r, dx 


P 9 




axp±b,q. 


0\Pi H- ^1^11 


<^i» 


d, 


Oi bi Ci d^ 


Pt9^ 




aip-\'biqy 


OiPi 4- ^a^H 


Cj , 


d. 


«3 bs C3 di 




O3P -h b^qy 


a^p, + b^qy, 


«•3, 


d. 


5. Théo 


IRÈME. 


i 


Soient 









P = ^ ± ^1,1 «2,2 . . . «„,n , 
Q= ^±^1,1 ^2,J. • .^ii.n, 



R = 2± 



^1,1 ^2,2 • • 'Cn,ny 



en supposant 



de sorte que PQ = R(1)5 soient de plus oCi^^y^i^i^yi^j. les 
coefficients de Oi^i^bi^i^^Ci^j, respectivement dans P,Q,R: 
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on aura 

et si en particulier i,^;i = ai^i , 

7/ . •= a. . -|-a. -+-. . .-j-a. (*). 
'*'* 1,1 ' i,j ' ' 1,1» \ ' 

Démonstration. — Le coefficient de fl,,^ dans PQ est, 
d'après ce qu'on a supposé, a,,.Q, Gomme on a de plus 

(Sni.i) 

R =2^''* *^''" (* = I,2,. . .,Al) 

il s'ensuit que ^ ^s,ryi,s est le coefficient de a,,^ dans R. 
Or on a PQ == R •, par conséquent 



r,i 



La somme ^ t,^^^;^^^, dont les termes répondent aux va- 

r 

leurs 7* = I y 2 y . . . , 72 , s'annule toutes les fois que s est 
diflFérent de A, et a pour valeur Q lorsque 5 = A (§ III, 1). 
Il ne reste donc, de la somme totale, que le terme yi,kQ^ 



{*) Cauchy, hc. cit., p. 90. — Comp. Joachiiisthal, Journal de Crelle, 
t. XL, p. 46. Ce théorème est renfermé dans le théorème général ( 1 ) . 



de sorte que 
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'^<^i,r?k,r=iyi,k. 
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Exemple. — Si Ion a 



abc 




l m n 




r s t 


«, ^, c, 




/, m, /î, 




r, ^, f , 


a^ b-iCi 




Il m% «2 




7*2 $1 11 



«n vertu des équations 

r z=z al -^ bm -\- cn^ 



t-i ziz a^lj -h bi m-i -{- c^tii', 



si de plus on désigne les coefficients de ^ , 6, ...,/, m, ... , 
r, 5,... dans les divers déterminants par les lettres 
grecques correspondantes, on a, d'après le théorème qu'on 
vient de démontrer, 

Tj =r a, X, -f- Pj fA, H- 73 vj ; 
par conséquent 

a l -h b m^ c «, a l^-^-bm^-^-criy 
a^l -^-bx m-\-Cyn^ axh -^-bim^-^ c^Ux 



b c 

by Cx 



m n 
m, 77, 



c a 
c, a, 



n l 
rixlx 



a b 
«I bx 



l m 
Ixirix 



Dans le cas particulier où le second système est identique 
avec le premier, on a l'identité suivante^ qui est d'un fré- 
quent usage (*) : 

(a^^b''^c^)[a\'\'b\^c\) — {aax'^bbx'\'CCxY 
= (6c, — ^,<7)'4-(c^ï, — c,û)»-h [abx --axby. 



(*) Lagrange, Sur les Pyramides, i . 
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§ Vn. — Des déterminants de systèmes adjoints. 

1. En désignant par «,^;t le coefficient de a,,* dans le 
déterminant 



R = 



0\,\ • • • ^i,n 



^n,\ ' • • ^n,n 



le système des éléments 



^1,1 > • • • > *•>« 



^n, I > • • • > ^/»,n 



est dit adjoint (*) sm système des éléments a. 

Théorème. — Le déterminant du système d'éléments 
adjoint à un système donné de n^ éléments est égal 
à la [n — 1)'^'«« puissance du déterminant du système 
donné (♦*). 

Démonstration. — En multipliant 



ÛC|,1 • • • ÛC|,„ 



*n,l« • • ^n,n 



par R, on obtient (§VI, 3) 



^1,1 • • • ^l,n 



^n,\ • • • ^n,n 



{*) Gaucht, loc, cit., p. 64) a emprunté cette dénomination à la théorie 
des formes quadratiques ( Disquis, arithm., 267 ). 

(**) Gavchy, loc. cit., p. 82. Le cas de w = 3 se trouve chez Lagrange 
{Sur les Pjrr., 5) et chez Gauss, loc. cit. 
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en prenant 



Ci,k = a,M ak,i 4- a/,a a*,. H- . . . -f- a,-,„ «*,„, 



Ces éléments c ont la valeur R ou la valeur o , suivant 
que i et k sont égaux ou inégaux (§ III, 1). Leur déter- 
minant se réduit donc à son terme principal 



^1,1 ^7,7' • 'Cn,n "• 



(§ II, 7). On a donc 



*l,l • • • ÛC|,n 



^n, I • • • (^n,n 



R = R", 



i7.i^i ... ai^n 



*n,i • • • *n,ii 



Ai^l ... £Z 



i>« 



»ii,l • • 



a 



R,n 



n—\ 



2. Théorème. — Un déterminant partiel de degré m du 
système adjoint est le produit de R*"""* par le coefficient qui 
multiplie dans R • le déterminant partiel correspondant du 
système primitif (*). 

Démonstration, — Soient 

J% Si • • • 9 ''5 ^> • • •> 

ly fk y m , ^ y Uy y» . « • ^ 

des permutations données de. i, 2,..., n^ et supposons 
que y, g, . . . , et I, A, . . . désignent des groupes de m in- 
dices, les /i — m indices restants étant désignés par r^ s^. , .^ 
et par w, v, . . . . Le déterminant de degré m 

a/,i- <^f,k ' . . 
«5.1 °^ff,* • • - 



^ {*) Jacobi, Det., 11. La muUipli<^tion par R du déterminant cherché, 
employée dans cette démonstration, a été indiquée par Borchardt. 
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En parlîculier, pour /i = 5, on a 



ot,2x ajg On 

«41 «48 «44 

«51 «53 «54 



=:_R3 



«12 «15 
«3J «35 



parce que les permutations 

2 4 5 ï 3 
I 3 4 3 ^ 

n'appartiennent pas à la même classe. 
On a, au contraire, 

«la «u «15 

«3a «34 «35 

|«52 «54 «55 



«21 «23 






= R 


««1 «43 





parce que 



2 4*35 
1 3 2 4 ^ 



sont des permutations de la même^ classe. 

3. Le coefficient de rélément a,- n , dans le déterminant 
des éléments adjoints 



2 



-i-ai,. «i.ï 



a 



n,tt 



est 



Car ce coefficient est un déterminant partiel du système 
adjoint, du (n — 1)'^'"« degré, et le coefficient qui multi- 
plie dans R le déterminant partiel correspondant du sys- 
tème primitif, esttt/^Aî comme on le voit immédiatement. 
Si, en particulier, n = 3, on a 



=:Rflr3, , etc. (*), 



«M 


«12 


R «33 > 


«12 «13 


«21 


«22 




«22 «23 



(*) Lacrangk, Sur les Pyr., 3. 
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A. En général, pour calculer un déterminant partiel du 
second degré dans le système adjoint, par exemple, 

on a besoin du coefficient qui multiplie, dans R, le déter- 
minant correspondant 

Ce coefficient n'est autre que celui qui multiplie, dans B, 
le produit Uf^i Og^^ (§ IV, 3). Par conséquent, on a 



°^g.i ^e,k 



= R 



d'K 



dofj dog^k 



n 



On a de même 






o-f,i «/.* a/,/ 

^g,i ^g,k ^g.i ~ R' 

«A,! ^h.k ^k,l 

et ainsi de suite. 

Ces identités font connaître en même temps comment 
les quotients différentiels du second, du troisième,...,, 
ordre d^un déterminant peuvent s'exprimer au moyen des 
quotients différentiels partiels du premier ordre de ce dé- 
terminant. 

5. Lorsque R est identiquement nul, il en est de même 
des déterminants partiels du système adjoint du 2*^, du 
3*^,. . . degré, puisqu'ils contiennent R en facteur (2). De 
l'identité 



«g-,* ^s,k 



= 



(*) Jacobi, Del. y 10. 



J! 



4' 
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'2,'5, ..» fHf à r-eirdusioii de i. D'après la règle trouvée 

pour la décomposition de \/R , \/à,,, peut se décomposer en 
n — 3 termes, dont chacun est le produit d'un élément par 
la racine d'un semblable déterminant de degré n — 4? ^^ 
ainsi de suite. Or la racine carrée d'un semblable détermi- 
nant du second degré est rationnelle, car la racine de 



^u,u ^u,» 



^v,u ^v$* 



est ici au,v ou a^,„, D'ajM'ès cela, ^R se présente sous la 
forme d'une somme, que Ton prendra positivement ou né- 
gativement, et composée de 

I .2. . . « 



(n — i)[n — 3). , .3, 1 rrr 



n 
n - 
I .2" • • — • 2 



n 



termes 5 chacun de ces termes est un produit de - éléments, 

dont les indices sont tous différents entre eux, de sorte que 
l'ensemble des premiers et des seconds indices forme une 
permutation des nombres i , 2 , . . , , n. 

Pour premier terme de cfette somme, on trouve 



^i^ ^{,2 ^3,4 • • • ^n-^x^n > 

puisque, d'après la règle précédente, on obtient successive- 
ment, en effectuant le développement, 

V'R — a.^jA -H. . . , 

A = «3^4 B -+-... , 

B = ^/»,6 C H- . . . , 
elc. 
Kt en effet, 

n 
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csl un terme positif du déierminanl R, parce que les per- 
muta lion s 

I, 3, 3, 4,...,«^i, n, 

=,1,4.3,.,.,»,-.-., 
appartiennent ou n'appartiennent pas à la mèine classe, 

selon que - est pair ou impair. 

â. Théorème. — L'expression 

S= a,,, a,_,. . .a^,,„+ . . . , 

dont le carré est égal au déterminant R considéré ci-dessus, 
prend la valeur opposée quand on échange entre eux deux 
indices, et s'annule identiquement quand deux indices sont 
égaux entre eux {*). 

Démonstration. — En désignant par Si ce que devient S 
lorsqu'on y échange entre eux les indices i et fc, Sj sera ce 
que devient le déterminant R par l'échange des mêmes 
indices. Or i et k entrent dans R tanl comme premiers in- 
dices que comme seconds indices, et partant R n'est pas 
altéré par cet échange (§ II, 4 ) ; i )'. Par 

suite de cette identité, les termes c respec- 

tivement aux termes de S, et sont t ;nes ou 

tous de signes contraires, suivant q et son 

égal dans S sont de même signe ou re. Or, 

en désignant par a;,i B la somme i li entre 

l'élément a.-^t, B ne contiendra q ayant 

leurs deux indices dîHerents de i consé- 

quent, par l'échange de i et de k, a.^t B se change en n,^,- B. 

(') L'eipressioiiSaétëiBtrodnileparJaeobi(/ourniilifeCr«If«, t. [I, p. 35iJ; 
XXl\, p. i36), qui s'«D esl servi en traitant de la méthode d'intégration do 
Ff«IT, et Caylfrj ((oc. eil.jl'» déaiBoée récemment sons le nom deP/nffiaa. 
Seg propriétés onl été énoncées par Jacobi sans démon atralioa, et sans la 
relation fondamenlale S'= R. 
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Les termes a^,iB, de S, et ai^.B, de S, , sont égaux et de 
signe contraire, puisque a^,, = — <ti,i'-, par suite SetSt 
sont aussi égaux et de signe uontraire. 

Si les indices i et h sont égaux. S, est égal identiquement 
non-seulement à — S, triais aussi » S ; donc S est identi- 
quement nul. 

3. L'expression dont le carré est un déterminant de 
l'espèce que nous considérons ici, peut sans ambiguïté être 
désignée, ainsi que le fait Jacobi, par la série des indices 
des éléments de son premier terme, laquelle est identique 
avec les séries des premiers et des seconds indices des élé- 
ments du déterminant. Le symbole 

(■,2.3 ") 

désigne, d'après cela, la somme commençant par le terme 
principal a,,i ât,» ■ - • f n~i,ni ei dont le carré forme le dé- 
terminant 



tpajourf >e où l'on a Oj^, ^ — r «.^j , a^i = Oj 

et » pai héorème précédent que l'on a 

,) = (3, 4, ,, a,..., n) 
,. .)=-(>, ., 3 ,), 

etc. On peut donc prendre pour "i/R , en général , soit 

(..»,3 "), 

soit encore 

(«,1,3 .), 

OU toute autre permutation de ces indices, puisque ces 
(nUérents symboles ne peuvent être qu'égaux au signe 
près. 

De même, V*.,; peut êire représenté (1) par une permu- 
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talidn quelconque des indices a,3,..., n, à l'exclusion 
âe I, tant que l'on considère cette expression isolànent. 
Cependant, comme on doit avoir, en ayant égard aux 
signes, 

et par conséquent. 



vr=2°'-'''^' 



il faut donner aux termes er- 

min^s, de manière que le ié- 

termîné. 

4. Théokèmb. — Poiii de 

l'expression (i, 9,.-.-i n), 

(., ^ 
= ".,.(3, 4 " 

+ «,„(/ + I,.../,,2,...,,- .], , 

la suite des indices entre parentliêses se déduisant de 
a, 3,. . ., n par des permutations circulaires, en excluant 
chaque fois l'indice qui se trouverait le dernier {*), 

Démonstration. — En posant (3) 

\^ = (-.y(2, 3,.. , /-., /+.,.. , /;), 
et de même 

^ = (-,)»(2, 3,..., X-i, A+t, .., n), 
le produit 
(-i)'+'(2, 3,...,.-. ,, + .,...,«} (2.3,...,*-.,A-Hi,...,n) 



(') Jacori el CAYtET (loc. ci(.) ont employé cette identité comme définl- 

lionde(.,i, ..,-). 
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se composera des mêmes termes que ec,,( ou que — d(,,j , 
puisque a,,, a^^^ est identique avec a',(. D'apris la notation 
de Vandermonde, on a (^ III, 3) 

|a,3,...,i — i,A,+ i,...,«r 



= (- 



la suite des premiers indices ne contenant ni i , ni i, et celle 
des seconds indices ne contenant ni i ni A. En désignant par 

Pi 7' r, *,.,.,«, .- 
lea < le ï U fois de» deux 

sait 



est de — I. Ce rapport 

est . 

(a,, ,,*-,,< + .,....«} 

au produit 

[k,p,'i,r,..,u,»)(p,q, r,s,.. ,-■,(). 

Donc le déterminant 

U»/». ¥.'■..■■, «,"1 
\p, lir, *,...,<■,(■( 

et le produit 

(*.;'.?.'■ it,-){p,q,r,s,...,^>,i) 

ont la même valeur absolue. Le premier terme 

"»./> ^p.q "l.r "r....-"»,. "r,! 

du déterminant, et le premier terme 

du produit sont de même signe ; donc le déterminant et le 
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produit sont aussi de même signe. Il s'ensuit de là que 

^J^i^oLj^^k coïncidera avec a,, jt en grandeur et en signe, si 
Ton pose 

Var, = (— l)'(2,3, . . . , /— I, i-H 1, . ..,/î), 

OU, après i — 2 permutations circulaires (3) , 

Slai,i =: (/ ^- I , . . . , /î, 2, . . ., / — I ). 

Par cette substitution, on obtient ( 1 ) 

2^«,.,V«;,| = tf,,,(3, . . ., /î)-h«.,s(4> . . ., ^1,2) -f- . . • 
' -f-ûr,,„(2,. . .W— l), 

pour une valeur de ^R que nous devrons désigner par 

(i, 2,. .-,«), 

comme on s'en assure par Fidentité des termes initiaux de 
«i,s (3, . . .,/i) etde (i, 2, ...,«). 

Exemples : 



0\\ . . • flf|4 



a^^ ... a 



44 



= (l, 2, 3, 4)* =(«12 «34 -f- «13 «42 -H «14 «23)^' 



ax\ . , . a 



fJ%{ . . • o^^ 



^(I,2,...,t))-^ +«.s(2,3.4,5) j 



«13 «34 «5« H- «12 «35 ««« + «12 «36 «4& * 
-h iï,3 «45 «62 -f- «,3 «46 «25 "f- «13 «42 «5« 

r= ^ -h «14 «5« «23 "4- rt|4 «&2 «36 4" «14 «53 ««2 / 
H- <7lS «fe2«.l4 -H «15 ««3 «n H- «15 «fi4«23 
+ «,« «.J., «^5 -4- «„. «J4 «.s, -h «16 «« «M 



6o 
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et 






O a b c 




— a o / e 




^b^f o d 




— c — e — d 




o a — b c 




— a o f e 




b-^f o d 




— c — e — d o 



= {ad—be + cf)\ 



= [ad + be -{- cf)K 



5. Le coefficient de ai^j,^ dans le déterminant R que 
nous considérons ici, est (§ III, 9) 

2 dai^k dat^k 

Le coefficient de ai^i dans R, lequel est exprimé générale- 
ment par ^ — î s'évanouit dans ce cas (§ III, 9). Or, si l'on 

ordonne R par rapport aux éléments d'une ligne horizon- 
tale, on a (§ m, 1), en divisant par le facteur commun V^ 

r- ds[K d\fK 

S/R = «,-,, h ... -4- ai,n -y— j 

««1,1 aai^n 



o = ai,, 



d\/K 
dak,x 






dok,, 



dsfK 



formules où l'on devra supposer --z — = o. 
En posant (3) 

^ = (/, I, 2, . . ., /— I, /-f- I, . . ., «) 

= ai^i (2, ...,/?)+ «/,2 ( 3, . . . , /i, I ) -H • . . 



(*) Jacobi, toc. cit. 
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on trouve 

d)/R ,, , , 

= IA- -h I, . . ., /I, I, . . ., AT — Ij, 

i et k étant exclus du cycle des indices. 

6. Théorème. — En désignant parD la valeur que prend 
le déterminant R des éléments quelconques a, ^t > • > • ? ^n n > 
lorsque les éléments 

s'annulent , et, de plus , 

Par D, la valeur que prend D, lorsqu'on supprime la 
ligne horizontale et la ligne verticale qui contiennent l'élé- 
ment Ui^i^ 

Par D;,i la valeur que prend D, lorsqu'on supprime les 
lignes qui contiennent les éléments Oi^i et a^i,* ; et ainsi de 
suite^ 

On a alors 

R = D -h 2) ^^« ^i -^ 2 ^''' ^*'* ^''* "^ 2 ^''* ^*'* '''•' ^''*'' "^ • * • 

en remplaçant successivement i par toutes les valeurs 
I, a, . . . , /} ; puis I, k par toutes les combinaisons binaires 
de ces valeurs; /, /r, / par toutes leurs combinaisons ter- 
naires, et ainsi de suite [*)• 

Démonstration. — Les termes de R qui ne contiennent 
aucun des éléments a],i,a,^t, ..., coïncident avec les 
termes de D. Les termes de R, qui contiennent un seul de 
ces éléments, coïncident avec les termes de la sonmie 

«I,» Dl + (^2,1 Dj -4- . . . -h On,n D„ . 
(*) Cayley, Journal de Crdle, t. XXXVIU, p. gS. 



^: 






^ji 



à 
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Car du coefficient de ai^i dans R on formera D, (§ III, 5) , 
en annulant les éléments a],i,a,,t, . . >y€in^n' De même, 
les termes de R qui contiennent deux des éléments en ques- 
tion, coïncident avec les termes de la somme 

«1,1 «2,2 l>l,a -+- «1,1 «3,3 D,,3 -+-... 
-H «2,2 «•,sD2,3 "4^« • • 

^T" ■ • • j 

et ainsi de suite. De cette manière aucun' des termes de R 
ne se trouve omis ni répété deux fois. 

7. Si les éléments du déterminant R sont tels, que 
l'on ait 

on aura (6) 
la quantité 



D;„ = 



«/,i «i,A- . • • 
«A.i «*,* . . . 



étant un déterminant partiel du degré m , dont les éléments 
sont assujettis aux conditions 

et S D,„ désignant la somme des déterminants qui se dé^ 
duisent de D,n, en remplaçant les indices t, X?, . . ., par 
toutes les combinaisons m k m des nombres de la suite 
1,2, ...,«. Pour m impair, D,„ est nul (§ III, 9) -, pour m 
pair, on a (3) 

et par suite 2D« est la somme de ( j carrés* 



(* ) Ca\ley, loc. cit. Compar. Journal de Crelle, t. L, p. agy. 
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Exemples : 



Z «,2 fl,3 
^31 «32 ^ 



==z3^2(«;,-+.^;3 + ^î,), 



s «,j âf,3 //,< 

âTj, Z /Ï23 <*a4 

«3, a^i Z a^^ 

Hl\ O42 «43 2 



-h ("15 «3» + '»i3a«j+ «»<»«)'. 
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SECONDE PARTIE. 

APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. 



K IX. — Résolution d]un système d'équations linéaires. 

1 . Théorème. — Les n inconnues Xi , Xt ,.•••» ^n étant 
données par les n équations 



si l'on pose 



R== 



^1,1 '■ • • ^l,n 



^n,i • • • ^n,n 

et que Ton désigne par «/^j. le coefficient de a^^ji dans R, 
on aura 

R^it = a,a,,it+ a2a2,*-h. . . H- a„a„.* (*). 

Cette expression se déduit de»R par la substitution de 
Ml , w, , ...,!/« au lieu de aj^^, aj^^, . . . , a„,ji. Le déter- 
minant des coefficients des inconnues s'appelle le détermi-* 
nant du système d^ équations linéaires (**). 

Démonstration, — En multipliant les équations don- 



(') Cette résolution a été indiquée pour la première fois par Leibniz, 
puis découverte de nouveau par Cramer (voir § 1 et II). 
(**) Jacobi, Det.f']. 



1 
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nées respectivement par 

«1,*» «2,*) • • • > ««,*> 

et ajoutant les équations obtenues, on obtient pour le 
coefEcient de x^, 

et , pour le coefGcient de x, , 

^i,iai,*-rÛ3,,a2,*-+-- • ''^^n,ictn,k= O (§111,1). 

2. Si le déterminant du système linéaire s^annule, leà 
inconnues prendront en général des valeurs infinies, c'est- 
à-direque les équations données seront incompatibles, et, par 
suite, qu'elles ne sont pas indépendantes les unes des autres. 
La contradiction entre les équations données sera levée, si 
Ton introduit la condition 

qui est vérifiée pour toutes les valeurs de A:, puisque les 
rapports «i^^t l aj,^ t . . . sont indépendants de k (§ VII, 5). 
Alors le système des équations données est indéterminé, et 
chacune de ces équations peut se déduire des autres. 

3. Si les quantités Ui^u^, . . . , i/„ s'annulent, les incon* 
nues s'annuleront aussi en général , c'est-à-dire que les 
équations données seront incompatibles, et, par suite, 
qu'elles ne seront pas indépendantes les unes des autres. La 
contradiction entre les équations données sera levée dans 
ce cas par la condition que le déterminant R du système 
linéaire s'annule. L'équation 

R = o 

s'appelle la résultante des équations linéaires u^ = o, 

lit = o, . . . , u„ = o (*). 



(*) D'après Bezout, Histoire de l'Académie de Paris, 1764» p. 388. 

5 
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Si la condition R = o est remplie, le système est indé- 
terminé, et les équations données sont satisfaites par la 
proportion 

x, : or, : ^3 : , . . = a,-,, : a,-,, : «,•,, : ...(*), 

/désignant un indice quelconque (§ VII, 5). Car, en vertu 
de l'équation 

qui a lieu, non-seulement pour des valeurs différentes de i 
et de A^ (§ lU, 1 ) , mais encore, par hypothèse, pour i = k, 
on a, pour chaque valeur de A^ prise dans la suite i, a, • . . , n, 

^1,1 <«^i rh «1,2 «2 4- . . . 4- /ï*,« JC„ = o. 

Exemple. — Les équations 



a .T-\-b jr -i- c 3=o, 


ou 


a u-^- b v-^c — 0, 


a^x-h biX -i-CtZ o, 




iii w 4- ^if H- C| o, 


<J2^-|-^2X+ C2 3 = 0, 




fl 2 tt 4- ^2 <* 4- C2 := o , 



sont compatibles, si Ton a 



abc 
a, by C| 
(Ji bi c-i 



= o, 



A cette condition, on a 



X : j 



byc, 


• 


c, fl, 


• 


fl, /;, 


b:,C, 


• 


Cl a, 


« 


a^b, 


b^c^ 


• 


c-i a, 


• 


/72 b., 


b c 


• 


c a 


• 


a b 



b c 
b.c. 



c a 
Ci a, 



a b 

a, bi 



(*) Jacobi, Det,y 7 



1 
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4. Si les coefficients du système considéré dans l'art. 1 
sont tels, que Ton ait 

ai,k = — «*,i , ^i,i = O , 

et si n est pair^ alors, d'après les propositions et les nota- 
tions du § Vin, on a la solution plus simple 

= «1 (2, ...,X*--i, X-4-1, ..., /ï) -f-ttj (3, ..., /• — I, X--f-i,...,#î, t 

« 

-h- . .4-««(ï, ...» ^ — I, ^-hi, -.., n — 1)[*). 

En effet, en multipliant les équations données respective- 
ment par 

( I , . . . /• — ly Â'-\-i, ..,, n — I ), 

et ajoutant les résultats, x^ se trouve avoir pour coeffi- 
cient 

«i,*(2, •..>«) +Û3,*( 3, ...,«, 1)-+-. . .-f-/în,*(i,...,/i — i); 

et la valeur de cette expression, en remplaçant a^^^ par 
— ûft,i , «i,jt par — a^^i , etc., peut être représentée par 

(§ Vin, 4). En remplaçant encore l'indice k successive- 
ment par I, 2, . . .,/i — I, on obtient, pour le coefficient 
cherché (S Vni, 2), 

(—'l)*(l,2,... .,/2). 

Au contraire x^ a pour coefficient, dans la somme en ques- 
tion, 

— ( /, I , . . . , X- — I , ^ -4- I , . . . , /i) , 

• 

expression identiquement nulle (§VIII, 2). 

■ '■■''■■■ 

(*) Jacobi, Journal de Creile, t. II, p. 356. 

5. 
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5. Si les coefficients du système linéaire sont tels, que 
l'on ait 



Oi,k = — û*,i , «1,1 = o 



et que n soit impair, on a alors R = o (§ III, 9) , et les 
équations données ne sont compatibles que si l'on a (2) 



A cause de l'identité ai^j. = sjui^i <^i,k (§ VU? S) , celte con- 
dition se réduit à la suivante , 

ou, en substituant la valeur 

s/(^i,i=(i-h X y^yly ••>'■— l) (§VIII, 4), . 

tt, (2,. . .,/2)-f-«2(3, . .,«, l)-|- . . . -f-«„(l,, . .,« — l) = o(*). 

Exemple. — Des trois équations 

T^ cy ^ bz =:/, 

— ex ik- -h <iz = gy 

b.v — ay ik =. h ^ 

une quelconque est la conséquence des deux autres, si 
Ton a 

^H- hg + chz=o : 

sinon, chacune est contradictoire avec les deux autres. 

Remarque, — Si les coefficients du système linéaire (1) 
sont tels, que Ton ait a,-,* == ^ '7' ' ^^ obtient encore dans ce 

cas une solution parliculière [o'o/r ci-après, § XII, 5, 6]. 

„— — ■ 

(*) Jacobi, loc. cit. 
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§ X. — Théorèmes sur les équations différentielles 

linéaires, 

1. Les coefficients d'une équation différentielle linéaire 
de l'ordre it» qui ne contient pas de terme indépendant de 
la fonction, peuvent, comme Libri l'a remarqué (*), se 
composer au moyen de n intégrales particulières de Té- 
quation, de la même manière que les coefficients d'une 
équation algébrique se composent avec ses racines. En 
effet, si Ton désigne par j^j, JT»» • • • > JT» ^®* intégrales par-» 
ticulières de l'équation différentielle linéaire 

o = a^^y -h a, / -h . . . 4-û»7("^ , 

^^'^ étant le quotient différentiel d'ordre i de la fonction j^-, 
et les quantités ao, ai y . • • , a„ étant indépendantes de 
y? y 9'*'*^ formons avec les i"% a**% . . . , n**"*" quo- 
tients différentiels dej^i, j^j, . . . , le déterminant 



R» = 



X2 y-i, I • • Xi,tt—\ 

Xn y n,\ • • •J'n,n-^l 



Yi^i, désignant le fc"'"* quotient différentiel de y,. Si l'on 
désigne maintenant le coefficient de yi^f, dans B^^ par 

yJi,i = ^— (§ lU, 7), on aura 

Démonstration» — On a, par hypothèse, pour déter- 



(*) Journal de Crelle, t. X, p. 189. Les coefficients ont été déterminés par 
Libri d^une manière moins simple. Libri a bien indique la méthode diroctc 
pour leur détermination, mais il ne Ta point développée. 

(**) Rrioscui, Det.f p. 81 (p. 96 de la trad. franc.). 



r 
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miner les coefficients a«/ai , . . • ^ a„y le système d'équa- 
lions linéaires 



«•r«-+-^« Jl.« + - • • + ^«-l/l,»-! =— «»/l. 



«» 



par la résolution duquel (§ IX, 1) on trouve pour a, la va- 
leur que nous avons donnée. La détermination des coeffi- 
cients ne réussit pas, lorsque les intégrales particulières 
données dépendent les unes des autres, de telle façon que 
rouaitR„ = o(§IX, 2). 

% Le déterminant R„ peut s'exprimer au moyen des 
coefficients de 7^'*""*^ et de y^'^K On a, d'après les supposi- 
tions admises, 

Le second membre de cette équation a pour valeur -~ 
(§111, 10)', on a par conséquent 

3. L'intégration de l'équation linéaire de l'ordre /i, 

(i) a = a^y -h a, / -h ... H- fl„/^"^ , 

a, ao, ^ly . . , étant indépendants dej", j',. . . , se réduit 
à l'intégration d'une équation linéaire de l'ordre n — m, 
lorsque l'on connaît m intégrales particulières de Téqua- 

( * ) ABEi (Journal de Crelle, t. H, p. 22) a établi cette Felation pour h = 1. 
î.a formule générale a été attribuée à Liouville par Tissot {Journal de 
Liouvillc, t. XVII, p. 178). 
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tion différentielle iÎDéaire plus simple de l'ordre n, 

(2) o = ^or^«ir'H-...-+-«/ir^"^- 

Lagrange (MiscelL Taur,^ t. III, p. 179) a énoncé ce théo- 
rème en 1764) et a montré la possibilité de la réduction. 
Cette réduction a été traitée par d^Atembert [loc, cit. y 
p. 38 1) dans une note très-courte, et la méthode exposée 
dans cette note est identique au fond avec celle du Mémoire 
de Libri sur le même sujet [Journal de Crelle^ t. X, p. i85). 
Après que Malmstén [Journal de Crelle^ t, XXXIX, p. 91) 
eut fait voir, à l'aide des déterminants, comment Tiotégrale 
générale de l'équation (2) peut se déduire de /» — i inté- 
grales particulières de cette équation, Joachimsthal a traité 
aussi (Journal de Crellej t. XL, p. 4^) 1^ réduction de l'é- 
quation différentielle linéaire plus générale (i) d'une ma- 
nière analogue, au moyen de m intégrales particulières 
données de l'équation (2). La méthode employée pour cet 
objet avait déjà été en grande partie indiquée par La- 
grange, qui, dans un Mémoire postérieur [Mémoires de 
Berlin^ lyyS^ p. 190), a représenté l'intégrale générale de 
l'équation (i) au moyen de n intégrales particulières de 
l'équation (2). 

En désignant par y une fonction de x, et par 
J'i > J^« > • • • > Jm les intégrales particulières données de l'é- 
quaUon (2), on peut déterminer un pareil nombre de fonc- - 
lions de x^ que nous désignerons par £1 , ^a, . . . , i^» par 
la résolution d'une équation différentielle linéaire générale 
d'ordre n — m, et par m quadratures, de telle sorte 
que 

soit Pintégrale générale de l'équation (i). En effet,. en por 
sant 
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on a 

y" = ^7 Ji.2 -h ... -h *mrm,2 , 



en posant 



^mJi -I-. . . + ^«.i/m =0^ 

^mJm h- •••-+- ^m,ijm,i =0, 

^«,ij^i,fli— ? + • . . "H" ^m,iym,m—2 = O. 

Mais, d'après les conditions que l'on a posées, les rapports 

*'i,i . t'a,! . • • • 

sont déjà déterminés (§ IX, 3) ^ on a de plus 

en posant 

• * , î . / 

qui est une fonction déterminée de x. On s^ de mên^e 

en posant 

puis 

^n posant 

etc. 5 et enfin 
çn posant 



«3 
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En multipliant ces équations respectivement par a^, 
ai , . . . , et, ajoutant les produits, on trouve, en vertu 4€s 
suppositions faites sur j^j , yt , . * . , j^m» 



^m-i-t 2i 



^m+î^l,! 



^m+2 2f j 



H-'. 



"+" ^n^i^n— m— I 



pour |a condition en vertu de laquelle 

sera une intégrale de l'équation (i). 
Or, en résolvant le système d'équations 



on trouve 






en posant 



R« = 






• y m 



çt désignant par 






^/f/n— I — 



dfi.m-K 



le coefficient dey,,,„«i dans R,„. Les fonctions 6j , 6j , . . . , è,^ 
seront ainsi déterminées par des quadratures, après que l'on 
aura trouvé z. Pour débarrasser maintenant des quantités 
Al, ^8,... Tcquation qui détermine z, remarquons que 
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Ton â 



z 



m 



*i,i Xi,m H- ... -H ^«,, x„^ 

= ^M Jl,iii-|-I -f- . . . H- éfl,,, ^»,,«n_i 

/ . ^« 



/ Z 

i'îi,m— I /i,n-i + . . . -f- »!/»,«— I ^iii,M_i) ^— — ^H—m S, 

Cl, Cs,..., c„_m étant, par suite, des fonctions données 
de X. On en tire par différentiation,en se servant d'une no- 
tation analogue , 

etc 

Ou a par conséquent 

« = a„,z 



m- 



^m+l 



a 



inH-2 



./// 



<?i,2Z -h 2c,,,z' + r, z" H- z 
-f- ^/in-3 { H- ^2.1 2 4- c-iZ' 
-i-c^ z 

Ci.zZ -h3<:,,,z'4- 3c?,,, z'' H- c, z'^ 4- 2 
4- ^2,22 4- 2C2,,z' 4- c.,z" 
4- <^3.i2 4- Taz' ' 

r« 2 



) 



ly 



'/n-t-4 



• 4 
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pour l'équation linéaire d'ordre n — ma laquelle doit sa- 
tisfaire la fonction z. Ayant trouvé la valeur de 2, on peut 
calculer ensuite , par son moyen , les fonctions Ji , ij , . . . , 
b^, de telle sorte que 

soit une intégrale de Téquation (i). Les intégrales particu- 
lières ytf y^i» • ''t Jm étant supposées habituellemeiit ne 
contenir aucune constante indéterminée, comme d'ailleurs 
l'intégrale générale z de l'équation linéaire d'ordre n — m 
que l'on vient de trouver, renferme n-r-^m constantes arbi- 
traires, et que les quadratures, dans le calcul de ^i , £< , • • . , b^j 
introduisent m autres constantes arbitraires : l'intégrale 
trouvée pour l'équation (i) contiendra le nombre voulu de 
constantes arbitraires, et ce sera par conséquent F intégrale 
générale de l'équation (i). 

4. L'équation différentielle linéaire qu'il reste à résoudre 
pour l'intégration de l'équation différentielle donnée , n'est 
pas résoluble en général, lorsqu'elle dépasse le premier 
ordre. U y a donc à considérer en particulier les cas où 
l'on aLm = n et m = n — i. 

Pour m= rij on a 

et par suite l'intégrale générale de l'équation (1) est 

J Oni\.n J ««lin 

comme Lagrange et Joachlmstlial l'oqjt remarqué (/. c). 
Pour m = /i — I , on a 



( 1 



7^ SECONDE PARTIE, § X. 

Orona(§III, 10) 

■n _j_ _i ^Rn-I 

par conséquent 



a R„_i = a„_, R„_,z -h rt„ 



c/o? 



Pour la résolution de cette équation , on a be&oin d'une 
intégrale particulière lij de Téquation 



o ;7=a„_, u 4* ««a', 



savoir. 



«, = tf 



En représentant l'intégrale générale qu'il faut d'abord, cher- 
cher, par 

R„-, z = tt, P, , 

ce qui donne, d'après la notation admise , 

on a , à cause de a„_, «i -h a„ i/,^i = o (par hypothèse), 



Tfl R„_, 
R„_, z = «, f dx y 

J On U, 



avec une constante arbitraire. On a enfin, pour détermi- 
ner bi , 
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chacune de ces quantilés amenant avec elle une constante 
arbitraire , de sorte que 



n— I 



est Fin t^rale générale de Téquation (i), comme Ta remar- 
qué Joacbimsthal (/. c.),^ cas particulier de a = o, pour 
lequel v^ lui-même se change en une constante arbitraire, 
avait été déjà semblablement traité par Malmstén (/. c). 

§ XI. — Résultante de deux équations algébriques, 
\. Soient 

Les deux équations 

f[x)=zo, y(x)=o, 

données pour la détermination de x, seront compatibles si 
une racine au moins de la première équation coïncide avec 
une racine de la seconde. En désignant les racines de la 
première équation par a^^ as ,• • • 9 ^m 9 et les racines de la 
seconde équation par Pi, jS^ , . . . , (3„; en désignant, de plus, 

par TT (a, — P*) le produit de toutes les différences entre 

les racines de la première équation et les racines de la se- 
conde, lesquelles différences se forment de a, — jS^, en fai- 
sant successivement z = i, a, . . . , 7/1, et Ar = i, 2, . . . , n, 
alors 

JJ(ai-p*) = o 
sera la condition nécessaire et suffisante pour la compati- 
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bîlité des équations données ('*'), et s appellera la résul* 
tante de ces équations (§ IX, 3). 

2. Si les racines âEi,at,. . ., «^, ainsi que (3i, |3,,. . ., j3„, 
sont toutes différentes entre elles, le produit TT ((X| ~* jBjt) 

sera une fonction rationnelle et entière, du degré m, des 
quantités 

tl tl ... ^"-' 

^M ba b. 



'^n ^'n ^n 



et aussi une fonction rationnelle et entière , du degré n , 
des quantités 



— , — > - • • î ) 



et par suite aussi une fonction rationnelle, entière et sy- 
métrique des racines de <p (x) = o, ainsi que des racines de 
f{x) = o, et l'on sait que cette fonction peut se transfor- 
ijier en une fonction rationnelle et entière des coeflScients 
àef[x) et de y (x) (**). Car, de Tidentité 

? (^) = b^{x - p.) {x - p,). • '{'-^ - W 
on tire 

et par suite 

n ("' "^ p*) =7^ ?(«') ^(«î)- • • ?(«!«)' 



(*) EuLER, Histoire de V Académie de Berlin, 1748, p. a34. 
(**) EcLER, /oc. cit. 
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On a de m^e 

/(.r) = (^i)'"^^(a, — x) (aa— Jr). . .(a,» — x), 

(«. - W («,- p*). .{«. - p*) = ti^/(p,), 

JJ(a,-p,)=^=^/(P.)/(P.).../(P«), 

d'où résultent immédiatement les propositions énoncées ci- 
dessus. 

3. Au lieu de développer le produit TT (a, — P*) en une 

suite 4je fonctions rationnelles, entières et symétriques des 
racines de Tune des équations données, et .d'exprimer ces 
fonctions aiid moyen des coefficients de cette mêii^e équa- 
tion, on peut parvenir plus simplement a la résultante des 
équations données, en éliminant Finoonnue x entre ces 

équations. 

L'équation R zs o , obtenue par Télimination de x entre 
/(x) = o el f (x) = o, est la résultante de ces équations 
(œçuatîofinalis genaina), lorsque R est une fonction ra- 
tionnelle et entière, du degré m, des quantités indépen- 
dantes entre elles 

et une fonction rationnelle et entière, du degré », des 
quantités indépendantes entre elles 

, 9'''» ( ). 



(*) EuLSR, /oc. cit. — Voir Cacchy, Exercices d' Analyse j i84o, p 4^0 
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Car, pour chaque système de valeurs des coefficients a^ , 
âi^. . ., &09 ^19* • -9 faisant évanouir TT (a, — ^j)^f{x)^=:^o 

et 9 (x) = o ont une racine commune «^ , dont l'éli- 
mination entre les équations y(a^) = o et ç (a^) = o a 

fourni Téquation R= o^ c'est-à-dire que, si TT(a, — (3*) 

s'annule, R s'annule également. Or ces quantités sont, 
d'après (2) et les hypothèses précédentes, des fonctions ra- 

h h 

tionnelles et entières , du même degré, de t^» 7^, • . • > ainsi 

que —>—>••• Elles ne peuvent donc diflférer que par un 

facteur indépendant des quotients en question. 

Si au contraire , dans l'équation R = o qui résulte de 
rélimination des x en\.Tef(x) = o et ^ (a:) = o , R est une 
fonction des quantités en question d'un <iegré différent de 
celui que nous avons indiqué, cette fonction contiendra 
alors un facteur étranger, dont l'annulation n'entraîne pas 
l'existence d'une racine commune aux équations données , 
ou bien cette fonction s'annulera identiquement. 

4. Pour obtenir, par l'élimination de x entre les équa- 
tions f{x) == o et ç (jr) = o, la résultante de ces équations, 
Euler (*) et Bezout (**) ont trouvé en même temps une 
méthode applicable à tous les cas, et qui a été récem- 
ment reprise par Sylvester (***) et par Hesse (****J. On 



(* ) Histoire de l'Académie de Berlin, 1764, p. 96. 

(** ) Histoire de VAcadémie'de Paris, 1764, p- 298. 

(***) Philosophiçal Magasine^ 1840, n'' 101. — Voir Richelot, Journal 
deCrelh, t. XX ï, p. 226. 

(****) Journal de Crelle, t. XXVII, p. i. 
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forme pour cela les identités 

/(x) = at~f-fliX-t-ûjjr*4- c , 

jr/(ar)= a,ar-|-«iJ?*-|-. • • , 

x^/{x) = fl.x' -H , 

x^-^/(x) = a.x"-* 4- . * .-I-û^j::*»-»-'»-', 
^(j:)=^»-hô,arH-^,«*H- , 



arç (oî) = b^x -h ô, ^* + 



9 

9 



«— I 



En désignant par R le déterminant de degré m + n, 
dont les éléments sont, pour les n premières lignes hori- 
zontales , 

a^ Ox Oi.m.Hm o o 

o «. tf, a^ o 

o o a, a^ 



o o o «0 ftmj 



et pour les m lignes horizontales suivantes, 

b% bt bi. . .b„ o o 

o bg bi bn o 

o o bg b„ 



o o b» h^; 



en désignant de plus par 7,_i,a_i le coefficient du A***"* élé- 
ment de la i'*'"* ligne horizontale de R, on a (§ IX, 1), 

Si l'on pose maintenant / (a:) = o ety(x) = 0, R = o sera 

6 
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la résultante du système précédent d'équations (§ IX, 3). 

Or le déterminant R, divisé par a^ i* (§111,2), est une 

fonction rationnelle et entière du degré n par rapport 

a — » — v> et du degré m par rapport a —> -r-v» et 

les facteurs a^, i„ sont supposés, dans la formation deR, 
ne pas s'annuler; par conséquent (3) Féquation R = o est 
la résultante des équations f{^) = o et ç (x) = o. 

5. De la manière que l'on vient d'indiquer, on n'obtient 
pas la résultante des équations données sous la forme la 
plus simple , parce qu'une grande partie des éléments du 
déterminant de degré m-hn s'évanouissent. Le procédé 
d'élimination conduisant â la simplification désirée, et em- 
ployé par Bezout dans le Mémoire cité (p. 317), a été, dans 
ces derniers temps, repris et éclairci par Jacobi (^) et par 
Gaucby {**). Des équations données, que l'on suppose 
d'abord être toutes les deux des équations de degré n, on 
peut déduire n équations du degré n — i , d'où l'on con- 
clut ensuite, par la formation d'un déterminant de degré /i, 
la résultante des équations données. Â cause de 

F(d?) = ^o-4-a,x 4-. . .-h «rA''-f-(«r+i-i-flfr+2^-h. • . H" tfn:c^'^')ar'+', 

la quantité 
/ 

— (^,.4-^1*4-. . .4- brJc'') {ar+i-^ ar^,ûc ^ . . .4-rtmJ^^'^')> 
sera une fonction de x du degré n — i , que nous désigne- 



(*) Journal de Crelle, t. XV, p. lOi . 
(**) Exercices d*AttaIjse, i84o, p. Sgî. 
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tons par u^* Du système des identités 



83 






"T" • • • "f" ^»,n — I ^>~ Uf^y 



+ . . .4-C 



1,11—1 



,11—1 



u 



i> 



^n— !,• "H ^n— l,l<* "4~' • • ~H ^n— !,«— 1*^ '^n— I j 



on tire (§IX, 1) 

Rx* =: M, 7,., -f- a, 7i,, -h . 



'^M— l7n— '.*> 



en supposant 



R=r 



^•,» . . . c 



o,n— I 



^11 — i,o« • '^n — 1,11— 1 



et en désignant par y.^jt le coefficient de c«,jt dans R. Si Ton 
a maintenant 

F(x)=o, <p(x) = oj 

il en résulte 

i«o = o, tt, = o,..., a_, = o, 

et par suite R = o sera' la résultante de ces dernières équa- 
tions. Or les éléments c,,^ sont des fonctions Uiïéaires tant 
de a^ , /Il , . . . , que de i^ , ii , , . . , d'où il suit que le déter^ 
minant R est une fonction du degré n dqs mêmes quan*- 
tités; donc R = o est la résultante des équations données 

• F(x) = 0, ^(a:) = 0. 

6. L'élément c^,, du déterminant R est le coefficient 
de x" dans u^. Or on a 

«'-(2"'-') (2**^-) -(2*'-) (2"*^'-') 



— r— I 



= '^{aibt — aibi)j:'->-''-- 



6. 
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en supposant successivement 

i=o,i,...,r, et jt = r-4- i,r-h2, . . . ,/i. 
En ajoutant là condition 

et faisant, pour abréger, 

di,k:=aibk — Okbij 
on aura 

Pour r> 5, les r^ 5 derniers de ces termes s'évanouissent 
identiquement, savoir 

puisqu'on a 

«^i,*= — «'m Çt di,i==zo. 
Par suite on a 

Pour r+5 + i]>/i, lesr-h^-+-i — n premiers termes 
«.'évanouissent , parce que, d'après ce qu'on a supposé sur le 
degré des équations , 

doivent être considérés comme nuls. 

La somme des r — i premiers termes 'de c^,, est iden- 
tique avec c?r-i,*+i ; on a par conséquent la formule 

pour le calcul successif des éléments de R. 



(*) JaCOBI» loc, cit., p. 102. 

(**) Jacobi, lec, cit., p. 114. 
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Exemples. — Pour trouver la résultapte des équations 



o = a, -i- «1 j? H- «2 0?% 
0= ^,-f.^, x+ ^j x*, 



on formera 



et Ton obtiendra 

^•,1 ^9,: 



^•,2 di. 



= o. 



Pour trouver la résultante des équations 



o =3c a« -h <?, a: -|- «2 a?' -4- «a ^9 



on formera 






«^•,• = ^•.1» 






C,,i— ^M, 


«'l.l ^#,3 H- ^1,2 1 




^•,2 = "«.a ) 


• 

^1,2 = "1,3 > 


^2^2 


et Ton aura 







«2,3 > 



d%,i ^,3 + </|,J </|,3 



*0,3 



rfM 



%3 



= 0. 



Pour obtenir la résultante des équations 



o = a, -f- a, j: -f- a^x^ -\- a^^x^ -\- a^x^^ 



on formera 



'•,• 



'•,1 



'0,2 



'^..3 = 



^0.3 > 



M 



•1,2 



6* 



1,3 



^•.4 4-«^,3» ^^2,2= ^1.4 -h ^il,.%5 

«1,4 > Cî,3=- a2,iy rT,:,=ra3,4, 
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cequidcmixera 



^0,3 



-ii.» 



'l-,3 



à\,i 



n,z 



^a,4 



= 0. 



<3?0,4 <'l,4 ^i,4 <^3,4 

On peut pousser plus loîn le développement de ces déter-, 
minants, au moyen du § V, 2, et Ton peut se servir pour 
cela de Tidentité 

di,k di,m 4- dk,i di^n -h d/,i £4,m = O 

(§ ni, 11). Sous la forme que nous venons d'indiquer, le^ 
résultantes des équations de degré élevé sont plus faciles 
à apercevoir que sous les formes que nous leur avions pré- 
cédemment données, 

?• R = o étant la résultante dçs équations 

F(«r) = o et ç(a:) = o, 

et y^^s désignant toujours le coefficient de c^,, d^ns R , du 
système des équations 

«^ = o , //, = o , . . . , «H-i = o , 

il résulte, pour la racine commune x des équations 

F(x) = o et (j)(r) = o, 

la proportion (§ IX, 3) 

i ,.x , X X — Y'*o • Y'*' • 7*»2 7'/,i — i > 

i étant un quelconque des Indices o, i , . . , n — i . Donc 
la racine commune des équations données, si toutefois il 
en existe une, est une fonction rationnelle des coefficients 
qui entrent dans les équations. 
Pes proportions 



X , X — y,^/ , Yi.r \ 
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et de ridenlité y,,^ = y^,, (§ UI, 9), il résulte qu'on a 

d'où il s^ensuit; d'une part, que y,-,jt ne change pas lorsque 
i H- A reste le même, et que l'on peut substituer les quan- 
tités y/jt, 7i-i, *+!>••• indifféremment au lieu de y,,^; 
d'autre part, que Fon peut prolonger la proportion pré- 
cédente jusqu'à la puissance 2 » — 2 de :t , de sorte que 

Les quantités y© ? 7i » • • • » ytn+i forment donc une pro- 
gression géométrique y dont la raison est la racine commune 
aux équations F (x) = o ef 9 [x) = o. De là on déduit les 
relations 

7c=7o^» 7*~7*^> 7«-i-* = 7»'^'*"*> 

et par suite les identités 

7« = 7» I7- 1 » 7/7* — 7»7/+* = o> 

dont la dernière s'accorde avec le ^ Vil, 4. 

8. Lorsque/(a:) est de degré inférieur à f (a?), par exem- 
ple, lorsque f{x) est du degré m, et <f (x) du degré 
n=:m-\-p^ la résultante des équalionsy(a:)=o, y (x) = o 
peut se déduire de celle des équationis 

xP/[x)=:Oy <p(x)=:0. 

En effet, l'équation x''f[x) = o^ outre les racines 
«1, «j, . . ., a„, a encore p racines nulles; par consé- 
quent (2) 

^;;r^[?(o)]''?(«')?(^0--'?(«'«) = o 

(*) Jacobi, Ioc. cit., p. 106. 



: PARTIE, §XI. 

estla résulunte des équations x''J{x) = et if(x)=iQ, 
tandis que 

estia résuhaate des équations doDiiéesy(j;)=o et a)(x)^o. 
Si l'ou a donc trouvé, par la méthode de Bezout (5 ), la ré- 
sultante R = o des premières équadons, on aura 

pour la résultante des dernières équations données. 

Dans ce cas, on peut démontrer que R est divisible 
par ^(*), à l'aide de la proposition (§VI, 4) d'après la- 
quelle on a 

I C,,, . . . C.n-, I I /.,... . /.,;-, 1 \g, ff.,,_, I 



\c^,,, . . .<r,_,,,_, I I /^,,,. . -/p-,,,_, 1 1 gn~ ff*-!,.-! I 

lorsque, pour r = o, 1, . . .,p — t, on a 

'.r.. =A. g... +Â., g.., +■.. -i-Ap-i g..p^, . 



fonction F{^) de l'art. 5 avec la fonc- 
aous ayons à considérer ici , il f^ut pos$r 

a,=:o, o, = o , . . . , ap_, ^ o. 

On a, d'après cela, pour r:=o, i, , . .,p — '{**}) 

i ' ) BosWMil», Journùlde Crcllt, t, XXVIII, p. 368. 
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En posant, pour ces valeurs de r, 

f,,i — — b,_i, g,_i = <«,+,+, , 
il vient 

/r,r+i ifr,r+»> ■ ■ ■ devant ètrc considérés comme nuls. En 
posant, pour les autres valeurs de r, 

€•■' = ' ~ ' 
on a effectivement 

\f. /..^' I |g... 



—6, o o 

—b, ~-b. o 
~b,~b, - b. 



— bp—, — bp^, — bp^j. . . — l 

Le premier de ces déterminants est égala ( — ^«)''(§IIj'^')î 
l'autre est le déterminant des coefficients des n fonclious 
suivantes, de degré n — i , 

les dernières de ces fonctions devant être formées d'après 
ta règle donnée dans l'art. S. Donc la résultante cherchée 
des éi^uatîons f(x) = o et y (x) =^ o est identique avec la 
résultante des équations 

x'—Jlx) = û,xr~^/{x}=o,,..,/(x)=o,ap=o, ..u„., = o. 

Remarque. — En formant, d'après Bezout (/. c, p. 323), 
au moyen de x''f{x) et Au ?(x), comme dans (5), les 
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fonctions Uo) Ui, ■.., u„_, , de degré n — i; en exprimant 
ensuite, à l'aide des équations 

/{x) = o, */(^) = o. .... *^'/(*) = o. 

les quantités j:", x"^', . . ,,x^' sou» forme de fonc- 
UoDs de degré m — i , et réduisant par ]à les fonctions 
Ug, Ui,. . ., u„_, au degré m — i; la résultante des équa- 



aux coefficients de <f(x)\ 
du degré n par rapport 
séquent elle sera généra- 
r des équations 

(x) = o. 

Mémoire que nous avoni 
leut trouver les conditions 
s,f{x)=oet<f(x)=o, 
conunttnes. Les élimina- 
tions qui conduisent à ce but sont plus aisées k apercevoir 
lorsqu'on se sert de la méthode indiquée par Lag range {**"), 
En désignant par « une racine de l'équaiiony{j;) = o, 
et posant tf(a)^ — y, l'équation résultant de l'élimina- 
tion de a entre les équations /(«) = o et tf[<x) -i-y^o. 
seradudegrém en j' (1), et aura autant de racines nulles 
que /(.t) =oet ç(x) = o ont de racines communes. Oi 
de la résultante K=:o des équations _/"(a:}^o et f{x) 
on déduit la résultante des équations/(j:^) = o et 9 {x) -hy 
= o, en faisant croître ç (o) = i, de y- En supposant que 
les coefficients &«,£,,. . ., &„ soient Indépendants les uns des 



<*) Hiawa-r de CAcaâcmie de Berlin. t;64. r- ^4 
(••) Uëmaireiàel' Académie de Rtrlm, i7;o. • Rùflcuii 



APPLICATIONS DES DÉTftRMIJNANTS, 9I 

autres^ et qu^il n existe ainsi aucune relation entre les ra- 
cines de Téquation f (x) = o^ R devient, lorsqu'on y rem- 
place b^ par to •+• J^î 

Par conséquent 

„ dïi I rf»R , 

sera la résultante des équations y*(x) =o et 9 (x) -hy = o. 
Les conditions pour que cette équation ait i, 2, 3, . • . ra- 
cines nulles, et partant aussi, pour que f{x)=:o et 
(f ^x) = o aient une, d^ux, trois, . . . racines communes, 
sont respectivement 

R = o; 

dK 
R=o, ^=0, 

^ dK ^R 

ClC*, • • • 

dans la supposition que les coefficients de la fonction <f{x) 
soient indépendants entre eux ; ou encore, 

R=:o; ^ 



R=o, 


^R 




R — o, 


dK 


d*K 


elc. . 


• > 





dans la supposition que les coefficients de la fonction y (x) 
soient indépendants entre eux. 



SECONDE PARTIE, § XII, 



§ XII. — Produit de toutes les différences de plusieurs 

quantités données, 

1 . Pour désigner le produit de toutes les différences que 
Ton obtient lorsque, étant donnée une suite de n quantitési 
«1, «s, . . ., a„, on retranche chacune d'elles de toutes les 
suivantes, nous emploierons la notation 

?(«! j «2, . . ., a„) = (aj — a,)(a5 — a,) . • . (a;, — a,) 



( «n — OÇ/i— 1 ) * 



Ce produit est égal au déterminant de degré n 



n— I 



I ai oc. • . . a 



2 n— 1 

I aj a ... a^ 



(*)■ 



\ 0L„ Cf. ... a 



n— 1 



Démonstration. — Ce déterminant est une fonction ra- 

Uonnelle et entière des quantités «i , «s , . . . , (X„ , et il 

s'annule lorsque deux de ces quantités deviennent égales 

entre elles (§ H, 4) -, il est par suite divisible par le produit 

(«8 — aj). . . De plus, le déterminant, comme le produis, 

- - , n(n — i) . , 

sont du degré —^ par rapport aux quantités 



(*) Gaucby, Journal de V École de Polytechnique, X.XVII* cahier, p. 48. L« 
cas particulier 

(fc — a) (c — a) (c — fc) = ai»— a}b -h fcc»— fcV-+-ça' — c*«, 

avait déjà été indiqué par Vandermonde, Histoire de V Académie de Paris, 
l'j'jif p. 369. Le théorème précédent a été démontré par Cauchy {Analyse 
Algébrique, t. 111, § 2, et Note IV ) en développant le produit. Voir Jacobi, 
Journal de Crellcy t, XXII, p. 3Go. 
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donc le quotient du déterminant divisé par le produit est 
un nombre indépendant de «i , as 9 . . , fi^n 9 et de plus, ce 
quotient est Tunité, comme on le reconnaît par la compa- 
raison du premier terme du déterminant avec le premier 
terme du produit. 

Tandis que le produit rfoferme 



termes, dont plusieurs sont égaux deux à deux et de signes 
contraires^ le déterminant, qui lui est égal , se compose 
de 1 .2.3. «. . n termes. En vertu du théorème précédent, 
on n'a plq^ à calculer, 

dans le cas de 3 quantités^ que 6 termes au lieu de 8; 

4 • 2^4 64i 

5 1 20 1 024 9 etc. 

% Lorsqu'on multiplie le produit de toutes les différen- 
ces des quantités «i, ûCt, . , . , a^ par le produit de toutes le» 
différences des quantités |3|, |3i, • « . , |3„y on obtient égale- 
ment un déterminant de degré n. Car on a (§ VI, 3) 



P(a„ aî,...,a„). P(Pi, Pî,...,p„)=r 



n — 1 
n— « 

I a» • • . OC 

" M 





^l,ï • • «^l,» 



^n,i • • *^n,H 



en posant 



n/%n 



<p; 



c,.t= 1 + a, p*+a;p; + ... + ap' ?;- = —_-(*), 



ou encore 






(*) Caucht, Exercices d'Analyse, t. II, p. 169. 
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3. On a en particulier 



[P(a„a3,. . .,a„)p = 



Si Si S^ . • • S,i 



en posant 



Si = a| -h a^ 4- . . . -h a^- 



Dans ce cas, en efTet, rélément c,,j( du déterminant que 
Ton doit former (2) se réduit à la somAie d^ (i-H* — j^)^*' 
puissances des quamités «i, 0e,y. . . . On a pttis générale- 



ment 



2[P(a„a2, . . .,oLm)f = 



So 
Si 



Si . • • Sfa—i 

*2 • • • ^JH 



^«— I *m • • •^aw--2 



(*), 



les 5, du second membre ayant la mèote signification que 
ci-dessus, et \t premier membre comiprenant la sonfme de 
tous les termes qui se forment du terme jlnitial 

[P (a,, aj, . . ., a„)]% 

en remplaçant les quantités 

a,, OL^y . • . , agi 

par m quelconques (différentes entre elles) des quantités 

âf], a,. . . ^ cr„. Car on a 



Sq Si , , , S„_i 

Si 52... Sn 



C|^i , . .C 



i,jii 



^m, I • • .* ^«1*1» 



(*) Cayley, /ourna/ de Liouifille, t. XI, p. 298, et BoRcnARDT, Journal 
de Liouville, t. XII, p. 58. 
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en supposant 



Ci,k = Si+k-t = a^ a^ -h a^ a^ -h • . . 



-h a a 

A M 



Or 0n a, d'après cette condition {§ VI, 2), 



^1,1 • • • ^\,m 



^(•,1 • • '^m,m 



=2 



«— I 



I ai a. ... oc 



3 m—\ 

I a, a^ . . .a^ 



I OLm OL , . • OC 



m— I 



m m 



le signe de sommation ayant le sens indique plus haut. 

4. Théorème. — En désignant par «i , «j , . . . , cr„ 
et par (3i, (3j,...,(3„ des quantités quelconques^ par 
P(a,, «1...., a„) et par P{i3,, (3j,..., (3„) les mêmes produits 

que cî-dessus, etde plus par TT (a, — jS^t) le produit de toutes 

les différences qui se forment de cr, — (3* en mettant pour 
I et h toutes les valeurs i , 2, . . . , n : on a 



n(n— 





I 


I 


I 


a,- 


-p. a, 
1 


-p. 

I 


a.-p„ 
I 


«a 


-p. «a 


-p. 


a»-p„ 




I 


I 


1 


ûtit 


-p. a„ 


-p. 


«iT— Pn 



n. 



Démonstration, — Désignons le déterminant du second 
membre par A, posons 

y(z) = (z-p.)(2-P0---(^-P*)> 
et multiplions les éléments de la première ligne horizon- 



(*) Caccht, Exercices d'Analyse, t. II, p. i5/|. 
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taie de A par 9 (â^i ), les éléments de la seconde ligne hori- 
zontale par <p (^2)9 et ainsi de suite : le déterminant A se 
changera (§111, 2) en 

Les éléments de ce nouveau détenninant sont des fonctions 
rationnelles et entières, du degré n — i , des quantités don- 
nées; donc A TT (ai — (3;i) est une fonction rationnelle et 

entière du degré n (n — i ), des quantités données. Ce dé- 
terminant devient identiquement nul, lorsque les éléments 
de deux lignes parallèles deviennent égaux (§ II, 4) *, ^onc 
il est divisible par le produit 

Mais ce produit est également une fonction rationnelle et 
entière, du degré n (n — i), des quantités données; par 
conséquent, le quotient 

A JJ («, - M 

i,k 



P(a,,aj,. . .a„).P(p,,pj,. . . p„) 



est un nombre indépendant des quantités données, et ce 
nombre peut s'obtenir par la considération d'un cas par- 
ticulier. 

Si Ton suppose, en effet, les quantités |3 respectivement 
égales aux quantités a, alors tous les éléments du détermi- 
nant A TT (a, — jSji) s'annulent, à l'exception de ceux qui 

i,k 
sont situés sur la diagonale qui va du premier au dernier 
élément. Le déterminant se réduit donc à son terme initial 
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(§11, 7), c'est-à-dire, au produit des différences 

Tk- y «1 —«2,..., ai ^n~l ) *l *n? 

«î — ai , * , . . . , aj — an_i , a2 — a^ , 

a„ — ai , a„ — a^ , . • . , a„ — a;,_i , î^- , 

que nous désignerons (1) par 

»(" — 

(— I) 2 [P(a„a„ . .ja„)p. 

Il s'ensuit de là que 

(- •) ^ 

est la valeur constante du quotient cherché. 

« 

5. A l'aide du produit P («j, «j, . . . , «z„), on peut don- 
ner une solution spéciale du système particulier suivant 
d'équations linéaires. Si Ton pose 

J^i "T— ^2 "T" • . • "T" ^n — ' I ) 

•r, ai -i-Xjaj -h . . . H- J^n «« = ^, 

2 



X 



a^ -h i»^2 a^ -t- . ^ ^nO^^ = 'S 



j:, a H- a:2 a H- • • • -f- .r„ a == r ' , 



on a 



a? -~ («1—^) («a— ^). -.(«i-i— (ai-n*-0.. .(an— /) 

(a, — a,-)(a2— a,). . . (a/-,— a,) (a/+, — a/). . .(«^—a,)^ 

Démonstration, — La résolution ordinaire donne 



(*) Caughy, Journal de l'École Polytechnique, XVII* cahier, p. 73. 

7 



9» 
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I . . . I 



0C| OC3 . . . OLfi 



n— I n— I n— I 

a ot. • • • a 

I 2 n 



ar. 



I . . . I I I ... I 

ai . . . a;_| / a/^i . . .a„ 



n — I n — I ^ , n — 1 n — l 

a • • «a. , r 'a.. • ««a 



On en tire, en mettant les premières les i'^'^" lignes de ces 
déterminants, et appliquant le théorème de Tart. 1, 

P ( ^> Ot|i • • • > 0^1— 1 1 ^i+-l 9 • • • 9 ^n) 

P ( a/, a, , . . . , a/_i , a/^i , . . . j «n) 

d^où il résulte qu'il ne reste plus, au numérateur comme 
au dénominateur, que les w — j i facteurs considérés ci- 
dessus. 

6. Lagrange a donné (*), du système plus général d'é- 
quations linéaires 



^i 



JC^ 



—y— • . . .^^n 



U 



«> 



.r, a^ H-JT^a^ -+-••• j:„ or^^ ==«2, 



n— 1 



n— 1 



or, a^ 4- ^2 a, 4- 



n— I 



la solution suivante, qui renferme le cas considéré par Cau- 
chy (5). Formons la fonction 

= C;, -h C„_, z-H C«_2 3' -+-... -^ C. z"-' 4- z"; 



(*) Mémoires de V Académie de Berlin f 1775, p. i85; 1792, p. 248, sans 
démonstration. La démonstration que nous donnons ici fait Toir que la 
solution du système en question trouvée par Scheibner {Comptes rendis de 
la Société Saxonne, i836, p. 65) ne diffère pas de la soiation de Lagrange. 



lTIUHS dis UtTERMlM\NTS. 

«l'où DOUs (iédairons les fonctions 

/„W= c„ +c„ï+...+c,.— ■ 

/.W= c, 

/.(•) = 

et de plus enfin la fonction àér 

.r,./' («,) = «./_, (a,) + «,X-,( 

Démonstration. — En mull 
respectivement par i,t,t*,. . 
C„^ii aura dans la somme pour 



d'où il suit que l'on a 

De cette identité résulte le système des équations 

/„, (•) + .,/„(.)+. ..+.;-' = -—• 
/.-. (•)+.,/„(=)+■■•+<" = ~^- 
.-. _ /(■) 



/„(.)+../.^,(>)+... 

Multipliant ces équations respectivement par x„ Xi,..., 
x„f et faisant la somme des produits, il vient, en vertu des 
équations données, 
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Od voit par là que X| , x,, . . . , x„ ne sont autre chose que 
les numérateurs des fraction» partielles dans lesquelles peut 
se décomposer la fonction fractionnaire 

»./^,(»)-n.,/^.(.) + ...-i-«^, 

. /(') 

Ces numérateurs sont, comme on sait, 



ri..)'- 






rateur de la fonction fraction- 



= (. u.^t*. 



?(ai) = 



l/,=ï, «,=(, M, 



ce qui s'accorde avec {S). 

7. La résultante du système analogue de n + i équa- 
tions linéaires, pour les mêmes n inconnues, 



est, d'après le § IX , 3 , 
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Cette même résultante se simplifie, en remarquant que 

Cm désignant la somme, prise avec le signe ( — i)*", des 
produits m km des quantités différentes de la suite ai , 
«s , . . . y «;» ; et que , par suite , 

C„ -h C„-., a,- H- C„_, a^ -h • • • H-C,ap' -f- a" 

s^évanouit identiquement. En multipliant donc les équa- 
tions données respectivement par 

# 

et faisant la sonmiades produits, on trouve, pour la résul- 
tante de ces équations , 

(2) C„«o -h C|,_, M, H-. . .+ C2tf„_2-4-C, /^rt-l H- Wn-4-o. 

En comparant les coefficients de Ui dans les équations (i) 
et (2), on obtient l'identité 



I . . . I 



0C| ... OLn 



I— I I— I 

a • • • a 

I n 



•a • • • a 

I n 



a • • • a 



= (— l)«--' C«^, P(a,, a.,. . ., a,.). 



8. Une fonction entière, homogène, du degré m, de 
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deux variables x, y^ 



2"' (r)"^-^'' 



r devant recevoir les valeurs o, i, a. . ., m, et ( , j dési- 
gnant le 7*''"' coefficient binomial relatif à l'exposant m, 
peut en général , pour m impair, se ramener à la forme 



^{pi^-^qiyY, 



ou i doit recevoir les valeurs i , 2 , . . . 



/W-f- i 



(*). Car les 



m 4- 1 coefficients pa pt^ ' » •yqx, 7i » > • • peuvent , en gé- 
néral , se déterminer complètement au moyen des quantités 
données Aq , aj , . . . . Au contraire , pour m pair^ en faisant 

1 = 1, 2, . . . , — hi^l'tindes m-hacoefficientsptî^iî* • •? 



<l\y ^t » • • • resterait indéterminé. 
Pour réduire la fonction 



<ïo -P"'"" • H- 



.("-■) 



^Jn-2^ 



(in — I \ 
2« — 2/ "^ 



à la fonae 



posons, d'après Sylvesier [loc. cit,)^ 

an— I 1 

q=piaiy p. :=^0i\ 



( *) Sylvester (Philosophie al Magazine, i85i| t. II, p. 891 ) a donné à cette 
expression le nom déforme canonique. La forme canonique d'une fonction 
homogène entière de deux yariables a été étudiée avec de plus ]g[rands dé- 
veloppements par Sylvester, {loc. cit. y et Cambridge and Dublin Mathematical 
Joitrnalf i. IX, p. 93). 
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nous aurons les conditions 



«. 


= h, 


-h^. 


-+-...-h*«, 


Ok 


= A,a, 


H- ^J»! 


-f- .,.-+- 6„ a„ • 


• • • 


= ^, a' 


H-^,a; 


4- •••-+- ^n «^ 9 



2n--l 



2r— I 



2/1—1 



io3 



En éliminant les quantités h^y &s > • • • » &n entre la pre- 
mière de ces équations et les n suivantes, on a (7) 

On tire de même , de la seconde de ces équations et des n 
suiyanies, et ainsi de suite, les nouvelles équations 

Cn«i -+■ C„_| a, -♦- . . . -h C2 fln-i -f-C|flr„ H-a„^., =0, 



D'ailleurs, en donnant à z une des valeurs a^y o^t, "-9 ^n > 
on a 

C„ -+- C„»,z 4-. . .4- C,z"-» -h C.z— 4- z« = o. 

La résultante de ces n + i éq^iations, linéaires par rapport 
à C„, C„.i , . . . , est (S IX, 3) 



«0 



z f . . . z* 
Ox a-i . . . un 
o^ a^ ... ^n+i 



'n— I 



^n ^«4-1 • • . ^Jn— I 



Par la résolution de cette équation , on trouve les quantités 
0e, y 0^29 ... y «n. Le premier membre de cette équation peut 
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deux variables x^ y^ 

r 

r devant recevoir les valeurs o, i, a. . ., m, et ( | dési- 
gnant le 7**^"*' coefficient binomial relatif à l'exposant m, 
peut en général , pour m impair, se ramener à la {orme 

i 

OU i doit recevoir les valeurs i, 2, . . . (*). Car les 

m 4- 1 coefficients Pi, pty > ^^ Çi, 7t , , • • peuvent , en gé- 
néral , se déterminer complètement au moyen des quantités 
données Aq , a, , . . . . Au contraire , pour m pair^ en faisant 

1 = 1, 2, . . . , — hi,l't|ndes m-j-acoefficientsptj^îi- • m 

Çi> Çti ' ' ' resterait indéterminé. 
Pour réduire Is^ fonction 

/2/1 — i\ , , /'xn — i\ 

<io a:"-' 4- «. I j ] ^'"-^ -h ... 4- a,n-, U « _ 2 ) ^^"""' ■*" '''«-•>'""' 

a la forme 

posons, d'après Sylvester (loc. cit.)^ 

q=PiCtiy p. ^Oi\ 



( *) Sylvester (Philosophie al Magasine, i85i, t. II, p. 891 ) a donné à cette 
çxpression le nom dejbrme canonique. La forme canonique d'une fonction 
homogène entière de deux rariables a été étudiée avec de plus ]g[rands dé- 
veloppements par Sylvester, {loc. cit. y et Cambridge and Dublin Malhematical 
Journal f t. IX, p. 93). 
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nous aurons les conditions 



<»e 


= ^. 


^h. 


-+-. . .-f- ^n, 


Qk 


= A,a, 


-4- ^2 «2 


-f- . . . -h 6„ a„ , 


a-, 

• • • 


— ^la^ 


-h^,a; 


-f- • • • -4- ^„ a^ , 



2n— I 



2r— I 



^ln- 



,= ^,aj -f-^ia^ -|-...-H6„a 



î/i— I 



io3 



En éliminant les quantités h^^ &s > • • • » &n entre la pre- 
mière de ces équations et les n suivantes, on a (7) 

On tire de même , de la seconde de ces équations et des n 
suiyanies, ei ainsi de suite, les nouvelles équations 

Cn^ïi -f- C„_i «2 -h . . . H- Ca fl«-i H-C|<7„ -|-a„-n =o. 



D'aiUeurs, en donnant à z une des valeurs «i , a^ , . . . , oc» y 
on a 

C„ + C„»,z + . . .4- Cjz— » -h C.z"-' 4- z» =: o. 

La résultante de ces n + 1 éq^iations, linéaires par rapport 
à C„, C„.i , . . . , est (S IX, 3) 



z 2^ 



. . Z' 



tfo Oy a^ . . . an 
Oi a^ «3 ... «„^.| 



Par la résolution de peite équation , on trouve les quantités 
df, a^,.,., cc„. Le premier membre de cette équation peut 
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(§ m, 4) se transformer en 



', 


z —3, 


• > 


2" — S" 


^•, 


«1 fl,Z, 


• • * » 


<7„ — Qn-x Z 


• • • • 


flj «,2, 


. . . , 


««+1 OnZ 



et par suite {§ II, 5) en 



• • > 



^2n—l ~~ ^211—2 ^ 



/l| /Jq z 



a-i — ûr, z, 



, On — a„^iZ 



^H-ui dmZ 



'«-+-1 



• • • • • 



an — an^x z 



^2/1—1""" ûn—jZ 



Après avoir déterminé ai , a^ , . . . , a„ , on obtient les quan*- 
tîtés; &i , &t , . . . , bn au moyen des n premières équations 
du système posé ci«dessus, art. 6, et là on trouve, pour 
condition nécessaire de la réductibilité de la fonction 
donnée, que les racines a^ , a, , . . . , a„ de l'équation précé- 
dente doivent être toutes différentes les unes de3 autres. 

9. Si l'on pose 

et que a^, «j, ...,a„ soient les racines de Téqualion 
f(x) = o, alors, d'après le §XI, 1, 

J"£(a| — a*) =:0, 

i eik étant des nombres différents de la suite i, 2,. . ., /^^ 
sera la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
quelconques des racines ^i , as , . . . , a„ soient égales entre 
elles. Le produit de toutes les différences, positives et né- 
gatives, d<»s racines, produit que Ton peut représenter (3) 
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par 



n{n — l^ 



MIJVAJNTS. 


io5 




*• 


Si . . , Su — 1 




i»(«-i) 


Si 


S-t • . • S/f 




3 


> 




Sn-l 


Sn ' ' - S^n — 2 





(~l) [P(a.,a„...,a„)]« = (— 1) 



a été appelé récemment le déterminant de t équation 
f(x)=:o (*), parce que sa valeur nulle indique l'exis- 
tence de racines égales dans Féquation, et que, lorsqu'il 
n'est pas nul, on peut décider, d'après son signe, si^ parmi 
les carrés des différences des racines, il y en a un nombre 
pair ou un nombre impair qui sont négatifs, c'est-à-dire si 
Téquation a un nombre pair ou un nombre impair de cou- 
ples de racines complexes. 

10. Pour représenter le déterminant de Féquation 
f{x) = o sous la forme d'une fonction rationnelle des 
quantités 



fft 



a, 



9 • 



'n 



a 



n 



on peut exprimer, au moyen des quantités données, le$ 
sommes des premières, des deuxièmes, des troisièmes,. . . 
puissances des racines, c'est-à-dire, 5i , ^j , . . . , 5„ (**)^ où 
Ton peut transformer le déterminant 



"0 i3| • . . 5 



n — I 



"I «» 2 " • • * // 



Sfi — I S^ . . . S^n-^'î 



de telle sorte que les relations établies par Newton (***) 



(*) Gauss, Demonstr. nova alterOf 6(Gomm. Gœtt., toI. III). 
(** ) Au moyen des formules données par Girard, en 1629. Voir Klugël, 
ÙicUonnaire de Mathématiques, art. Algèbre, p. 56. 
{*^*) Ariihméliquti universelle f éd. S'Gravesande, p. 192. 
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eutre 5o , 5i , 5^ , ... conduisent à l^élimination de ces der- 
nières quantités. Pour employer ce dernier moyen, chan- 
geons le déterminant donné, de degré n, dans le détermi- 
nant suivant, de degré aw — a (§11, 6) , 



I 


O 

I 


o . . 






. . . 


o 


o . . 


• • • 




. . 


• 

o 


• • 




■ • • • 

o . . 


• • « 

.o 


^0 ^1 • 


• • ^a— 1 


o 


o 


. . 


.Sa 


Si S2 • 


• • Su 


o 


S.i 










Sn 


Si 










"0 

Si 


Si 


^3 • • 


• ■ • 




' • "2/1—3 
• • S -211—2 



Ajoutons maintenant, à la seconde ligne verticale, le pro- 
duit de la première ligne verticale par -^* -, à la troisième 

ligne verticale, le produit de la seconde par -^ et celui 



a.^7 



de la première par -^ 5 à la quatrième ligne verticale, le 



produit de la troisième par -^ , celui de la deuxième par 



an 
a ainsi 



««-3 



j et celui de la première par -^ \ et ainsi de suite. On 



Sq S\ . . . Sfi — I 

rtj »2 • • • "H 

Sn—i Sfi ' ' ' S in— 7 



a 



an— 5 



«n 


a,-i 





On 












• • « 



o <7„Vo ^nSi H- nn-ySo 

^«■^0 ^nSi -h//«-i^o 0„S:i + /!„_, 5, -f- <7«_2^,. 
^nSi fJ^S: -H /7„_, J, ^„.C^ -f" fln-^S^ -f- /î„_55, . 
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A Taide des identités 

(« — 3) a„_3 = û«.V3 -H «n-i Si 4- fl„_2 ^, -f- «/I-3 «^0 > 

d>^« a • • • j 

les ëléments du dernier déterminant peuvent s'exprimer de 
telle sorte que, dans chaque élément, il n'entre qu'un seul 
des coefficients a<> , a^ , . . . , a„ à la première puissance. 

On reconnaît ainsi que le déterminant de l'équation 
f[x) = o est une fonction rationnelle et entière, du degré 
2/1 — 2, des quantités 

— , — , • • • , , 

On a,, ttn 

qui devient homogène en la multipliant par a^"""* (*). 

H. S\f(x) est divisible par (a: — a*)*, la fonction dé- 
rivée /'(x) sera divisible par (x — ctiY'^^f" (x) le sera 
par [x — ai) *~*, et ainsi de suite. Par conséquent, lorsque 
«i sera une racine du degré de multiplicité k de l'équation 
f(x) = o, les équations 

auront la racine commune a^^ qui entrera k — i fois dans 
/' (x) =o^ ft— 2 fois à^nsf" (x) = o, etc. 

En supposant maintenant quey^'^(a:) ne s'évanouisse pas 
en même temps que/* (j?) elf'(x)y soit R= o la résultante des 
équations f[x)=^o elf [x) = o 5 R ne différera du déter- 
minant deréquationy*(j:) =d que par unfacteur indépen- 



{*) Cette remarque a été laite en partie par Joachimsthal, Joiunal de 
d'elle, t. XXXÎlî, p. 871, puis complélée par Jacobij^ow/nn/ de Crellc, t. XL, 

p. 2/(4 . 
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dant de — > —> • • • ? -^- La quantité R est, en effet, une 
fonction rationnelle et entière des quantités 

/îo O , «„_, 

— î — y • • • ? 9 

On On On 

et elle est d'un degré inférieur à 2n — i , parce que, en 
vertu des équations donnéesy(j:) =0 et f (x) =0, les 
coefficients Ae f[x) ne sont pas indépendants entre eux 
("voir § XI, 2-4). Mais on peut considérer R = o comme 
la résultante des équations de degré n — i, 

/' (.r) = o , nf{x) — ^' (a?) = o , 

puisque f{x) s'annule nécessairement en même temps que 
J' (x) et nf[x) — xj' [x]. Les coefficients de chacune de 
ces dernières équations sont indépendants entre eux ; donc 
R est une fonction rationnelle et entière du degré n — 2 
(§ XI, 4), des quantités 

/7o Oy a„^y 

, 5 • • 



On On On 



Le déterminant de l'équation /(x) = o est également une 
fonction rationnelle et entière des quantités 



^0 ^1 ^/j-i 

o„ an an 



et du degré 2/ï — 2 (iO). Actuellement le déterminant de 
réquaiiony(x) =0 ne peut s'annuler sans que deux racines 
de l'équationy(a:) = o ne soient égales entre elles, ou que 
les équations y(.r) = o et/'(x)=o n'aient une racine 
commune, ou que R ne s^annule. Donc le déterminant de 
réquationy(x) = o ne peut différer de R que par un fac- 
teur indépendant des rapports des coefficients de/(x). 

En réalité, le procédé indiqué dans l'art. 10 pour la for- 
mation du déterminant de l'équation f{x) = o coïncide 



APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. IO9 

entièrement avec la méthode par laquelle Euler et Bezout 
ont formé la résultante des équations 

/' [x) =0, n/(x) — Jr/' (ar)=ro 

(§ XI), 4 . En appliquant la méthode abrégée d'élimination 
de Bezout (§ XI, 5), on trouve le déterminant cherché sous 
une forme plus concise. Les formes particulières que l'on a 
établies pour les déterminants des équations de degrés par- 
ticuliers, se trouvent dans un Mémoire de Tortolini [^n^ 
nalidiSc. matem. Roma, novembre i855). 

12. Au lieu de la fonction y (j:), on peut considérer la 
fonction homogène 

ou 

qui est identique avec f{x) pour j= i (*). Les coeffi- 
cients binomiaux ont été donnés comme facteurs aux coeffi- 
cients de la fonction, afin que Fégalité de toutes les racines 
de l'équation f[x) = o ou (f (x^y) = o ait lieu dans le 
cas où 

Ogy Oif bif - » . y à„ 

forment une progression géométrique. En remplaçant/^ (x) 
par (f {x^ i), on a, au lieudey (x), 

dffja:, i) 
(ix 



{*) Cet important artifice d'analyse a été employé par Plûcker, Sirst» der 
analyi. geom,, § 1, 7; parHesse, Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 102; par 
Joacbimsthal, Journal de Crelle, t. XXXlll, p. 873 ; par Jaoobi, Journal de 
Crelle, t. XL, p. 247, et par d'autres ; et pour l'objet actuel, par Salmon, 
Higher plane cun'es, p. 396. 
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et comme, d'après le ibéorème d'Euler, on a 

il viendra, au lieu de nf{x) — xf^ (x) , 

d^ia:^ i) 

OÙ Ton fait^ = i après la différentiation. Si Re=o est la 
résultante des équations 

' • dfif[x^ i) drsf (j:, i) 

dx ' dy 

alors, d'après (li), R sera, à cela près d'un cer- 
tain facteur numérique, le déterminant de Téquation 
ç(,r,i) = o(*). 

On trouve, d'une manière analogue, pour l'égalité de 
trois racines, au lieu des conditions/* (x) = o, /^ (x) = o, 
y (x) = o, les conditions 

i/»<^fx, rf^(p(x, i) ^Xar, i) 

— ■ = o, — ■ = o, — ■ = o; 

dx'*^ dxdy dy"^ 

pour l'égalité de quatre racines, 

d^toix,\) <^(p(x,i) fi?fû{x,\) d^-ûix^i) 

— 2-i = o, — ■ - = o, — ■ = o, — — ■ =0; 

dx^ dx^dy dxdy^ dy^ 

et ainsi de suite. 

13, Le déterminant de l'équationy* (x) = o est le terme 
connu de l'équation dont les racines sont les différences 
entre les racines de l'équation donnée {**). 



(*) Soient u^, u,,. . . » tf„ les quotients différentiels partiels de la fonc- 
tion homogène u, de n variables; siR==o est la résultante des équations 
u, = 0, u, = 0,. . ., «^ = o, R sera ce que Sylvester appelle le discriminant 
delà fonction homogène {Philosophical Magazine, i85i, t. H, p. 406). 

(**) Cette équation, connue sous le nom d'équation aux carrés des dif- 
férences, a élé employée par Waring (Mise, analjrt., 1762), dans la recher- 
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Si X prend, en vertu de réquation/(x) = o, les va- 
leurs 

u prendra, en vertu de Téquationy (a: +• a) = o, les va- 
leurs 

D'après cela, en vertu des deux équations f[x -H u) = o 
elf[x) = o, M prendra toutes les valeurs qui se déduisent 
de (Xi — «i, en remplaçant i et Ti par tous les nombres de la 
suite I, 2, . ... , /!• Si l'on désigne maintenant par V (a) = o 
la résultante des équations y( a:) = o et /" (x -+- w) = o, 
V(i/) sera une fonction rationnelle et entière de m, du 
degré n} (§XI, 2), puisque les coefficients de x dans 
/{x-k-u) atteignent et ne surpassent pas le degré n par 
rapport à u. Y (u) s'annule lorsqu'on donne à u une des n} 
valeurs a,-^a*; par conséquent V (ii) = o est l'équation 
cherchée aux difiB^rences des racines^ (x) = o. 

La différence a, — a^ étant nulle pour i = A, l'équation 
V(ii) = o aura n racines nulles, et par suite ^ (u) sera 
divisible par u".. Les autres racines de cette équation sont 
en général différentes de zéro, et opposées deux à deux ; 
donc 

V(«) 



a" 



est une fonction paire de u du degré n (n — i), ou une 



fonction de u* du degré 



che des racines d'une équation donnée. Dans les Transactions phHoaophiifues, 
i763|p. 394» Waring a fait connaître, sans démonstration, les équations 
aux diflérences des racines des équations du 4^ et du 5® degré, avec les ca- 
ractères qui en résultent pour la réalité des racines de ces dernières équa— 
tions. L'équation aux différences des racines d'une équation donnée a été 
traitée avec développement par Lagrange (/fi5ïo/re de V Académie de Berlin, 
1767, p. 3ii, art. 8, et Bésoiution des éi^uations numériques, art. 8 et 96). 
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G:>inme on a, par le théorème de Taylor, 



w 



1*2 



X' 



=/(")-H^/'(«)-4- /"(«)H- 



I .2 



• y 



V (a) = o est évidemment la résultante des équations 
o=/(x), 



I .2 



et 



V(a) 



«" 



= o 



la résultante des équations 

o=/(ar), 



o=/'(^) 



i« 



I .2 



rw-H 



w^ 



I .2.3 



/'"(a:)-4-...-f-.fl«tt'-'. 



En faisant, dans cette dernière, u = o, on obtient la résul- 
tante des équations f{x) = o ^xf (a?) = o, c'est-à-dire 
la condition pour que deux racines au moins de l'équation 
f{x) = o soient égales entre elles (H ). 

§ XIII. — Des déterminants fonctionnels . 

\, Etant données n fonctions/i, fi^* » ",fn des n varia- 
bles j:^, Xj, . . . , a:„, G^fi,i désignant la dérivée partielle de 
fi par rapport à la variable t^, de sorte que 

le déterminant de degré n^ 

7 1,1 y 1,2 • » ' J\,n 



y 2,1 J'i.i' • 'Jl,n 



Jn,\ Jn,'l • • •Jtiin 
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s'appelle le déterminant du système des fonctions données 
ou le déterminant fonctionnel du système (*) . Ce détermi- 
nant se réduit à un déterminant de degré inférieur, lors- 
que, par exemple, f ne dépend que de x^^f que de x^ et 
de x^ (§ II, 5). Le déterminant fonctionnel se réduit à son 
terme initial, lorsque /i est une fonction de x^ f une 
fonction de x^ et de x^^f une fonction de Xi, de x^ et de 
X3, et ainsi de suite (§11, 7). 

2. Soit/i une des n fonctions données de JCj ^ j^j , . . . , x„ , 
dans laquelle la variable x^ ne manque pas : alors Xi est 
une fonction déterminée de/j , a, , . . . , x„. Soit^i une des 
fonctions restantes, dans laquelle la variable x^ ne manque 
pas, après que x^ a été exprimée au moyen def , j^j , . . . , a:„ : 
alors Xi est une fonction déterminée def^f , org > • • • 7 x^. 
Soit f une des fonctions restantes, dans laquelle la varia- 
ble Xi ne manque pas, après que x^ a été exprimée au 
moyen de/i, Xt^,.,^ a:„,et:Cjaumoyende/i,/i,a:3,..., a:„: 
alors Xs est une fonction déterminée dey^j^i,^, 0:4,..., j:„. 
Et ainsi de suite. D'après cela, on peut considérer, quoique 
eu général implicitement, 

fi comme fonciioD de Xi, x,, x^y , a'„, 

J2 • oe yi, jo-iy j"3, , x„ , 

Jn "^ y i> ya» y 3) • • • » Jn—iy ^n ' 

En entourant 4e parenthèses les dérivées partielles des 
fonctions ainsi trarisformées, pour les distinguer des déri- 
vées partielles des fonctions données, on obtient le détermi- 
nant fonctionnel du système proposé sous la forme du produit 



\dxi) \dx^) \dxnj 



(*) JacoBIi De delerminantibus functionalihus {Journal de Crellc, t. XXII, 
p. 319), §5. 

(**) Jacobi, Det.funct., § 8. 

8 
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( -—-' ) n'étant pas différent de -~ > tandis que ( -j- ) diffère 

de j-^ea ce que f^ est considéré, dans le premier cas, 

coimne une fonction dey^, Xi, . . . , x„, et dans le second, 
comme une fonction de Xt, Xx-, . . . , x„ ; et ainsi de suite. 

Démonstration. — D'après la supposition faite sur^/), on a 



dxt \d/,J \dxt) ^ \df,) \dx^ 



d/i.J \ d.n I 



I ' 



\rfXi 



Onadonr(§VI, 1) 






dx„ 



4f« 



dfu^ 

dXn 



o o 









o 



\dX2l \dx.,^ 



o 



o 



^dxj \^3/ \dX:i 



Les deux derniers déterminants se réduisent à leurs termes 
initiaux (§11,7)*, Tun a pour valeur l'unité, l'autre est 
égal au produit ci-dessus. 

3. Théorème. — Si le déterminant R du système de 
fonctions yi,/i,. . "jfn s'annule identiquemeiH, les fonc- 
tions données ne sont pas indépendantes les unes des au- 
tres, et réciproquement (*). 

Démonstration. — Si le déterminant R s'évanouit iden- 
tiquement, il faut qu'un des facteurs du produit (2) 



dx^j \dx2/ 



dx„ I ' 



(*) Jacobi, De t. /une t., §§ 6 et 7. 



J 
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s'annule ideniicpement. Or les quantités 



\dxj 



4f'l\ I f^n-K 



9 • • • î 



dxij \dXn-.i 

sont, en général, difiérentes de zéro, puisque, par hypo- 
thèse (2),yi contient la variable Xi^ f^ la variable Xj , . . . . 
11 faut donc que ce soît 



dXn) 



qui s'annule identiquement, c'est-à-dire que la dernière fonc- 
tion /i, doit pouvoir s'exprimer indépendamment de a:„ , au 
moyen àefx^ft ,. . .?y^-i seulement. Mais il peut aussi se 
faire que Xn^\ et Xn n'entrent dans aucune des deuK der- 
nières fonctions, après que l'on a exprimé la variable Xi au 
moyen de/i, oTj , . . . , a:„; la variable x^ au moyen àef^^f^^ 
X3. . . ,x«,. . . , et enfin la variable x„_f au moyen ^e 
/i, . . . , y^_î, Xn^it ^n- Dans ce cas, la quantité 

doit aussi s'annuler identiquement, c'est-à-dire que cha- 
cune des deux dernières fonctions y„_,, y^ doit pouvoir 
s'exprimer indépendamment de x„_,, jr„, au moyen de 
y,,yi , . . . yfn^i seulement.. Et ainsi de suite. 

Réciproquement, si les fonctions données ne sont pas 
indépendantes les unes des autres, mais que^^, par exem- 
ple, soit exprimable enyi,/^, . . . ,^^-1 seulement, sans x„, 

alors ( -p" I est identiquement nul, et par suite il en est de 

même de R. 

Cas particuliers. — ^^fi^f^^-'-^fn sont des fonctions 
linéaires de Xi, Xj, . . . , x„, le déterminant de leur systèn^e 
ne diffère pas de celui des équations linéaires (§ IX, 1) 

y 1 ^^^= W,, j-i = Uif , . , y Jn =^^ W„. 

8. 
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Dans le cas oùoe déterminant s'annule, l'nne des foactioi» 
données est exprimable au moyeu des autres, en vertu 
d'une équation linéaire de la forme 

c,/.-t-c,/,-^...^-<^„/, = 6, 

et les équations données jie sont pas indépendantes entre 
elles (§ IX, 2t. 

S\ J,,ft,. . . ,f„ désignent les dérivées partielles d'une 
fonction F, le déterminant fonctionnel R n'est autre chose 
que le déterminant des dérivées partielles du second ordre de 
F, etaétéappeléparHesse(7o(jm(ï/(&Cre/fc, t. XXVIII, 
p. 83), pour abr^er, le déterminant àe F. Le même déter- 
minant fonctionnel a été nommé par Sylvester (Camé/-. 
and Dublin math. Joumal,t.\l, p. i86) XeHessien (Hes- 
sian) de F. Lorsque, en particulier, les dérivées par- 
tielles de F sont liées par une équation linéaire de la 
forme 

'■,/+.,/,+ ... +r,/„ = o, 

le déterminant de F s'évanouît identiquement; et parla 
substitation linéaire 

^1 = *i.i jr -\- . ■■ + fri,,-i J»-, -t-e, y„. 



F se change en une fonction des variables y,, j',, 
à cause de 



^ofVHesse, Journal de Crelle, t. XLU, p. 117. 

i. Soit U une fonction donnée des quautités_/,,y,,-. . . ,/„, 
chacune de celles-ci étant une fonction donnée des quan- 
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tités a'i, Xî, . . ., Xn'f soit, de plus, R le déterminant fonc- 
tionnel 

y«,i • • • Ji,n 



Jn,\ • • • Jn,ii 



L'intégrale multiple 

est égale, en valeur absolue, à Tintégrale 

UR dx^ dxi . . . dxn , 



/ 



/ 



les limites des nouvelles intégrations devant être détermi- 
nées au moyen des limites données des intégrations pri- 
mitives (*). 

Démonstration, -r- Considérons d'abord, comme ci- 
dessus, 

y, comme une fonction de x, , j-j , X;, , . . , x„ ; 

y 2 ne y 1 > J?2 > "^3 > • • • > *^n > 

ya •• ne y i > y 2 » «^a » • • • > «^n > 

y « ^c y I j y i > • • • y n— 1 > «^n > 

et distinguons les dérivées partielles des fonctions transfor- 
mées en les entourant de parenthèses : on pourra intro- 
duire successivement, comme il suit, les nouvelles variables 
dans Tintégrale donnée. 

En commençant par iptégrer par rapport ày„, il faudra 

C^) La transformation d'une intégrale multiple a été effectuée pour la 
première fois par Euler, 1759, Nov, Comm. Petrop.f 14» l> p. 72. Peu de 
temps après, Lagrange ( Mémoires de l'Académie de Berlin, 1778, p. i'i5)a 
traité la transformation d^une intégMile triple par une méthode applicable 
au cas général. La transformation d'une intégrale multiple en général est 
due à Jacobi {Journal de Crelle, t. XII, p. 38, et Det. /unct.j § 19). 
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remplacer la différentielle df^ par ( —^ \ dx^t pour intro- 
duire, au lieu de la variable /i,, la variable x„. On a d'après 



el 



cela 



fvd/,d/,...df,= Tu (^\d/,...d/„^,dx,. 

En commençant le développement de cette intégrale trans- 
formée par l'intégration relative à /i,_i, on devra rempla- 
cer d/„_i par ( "~' j dXr,^i , pour introduire, au lieu de 
la variable /I,_i, la variable x„_, , ce qui donne 



J \ dxn ) 



dfy. . , dfn^x d.r„ 



En continuant ainsi, on obtient finalement 

Mais le produit des dérivées artificielles qui supposent les 
transformations ci-dessus, n'est autre chose que le déter- 
minant des fonctions données /i,yi,. . . ,/*„ (2). 

5. On parvient à la même règle en poursuivant la mé- 
thode que Lagrange a employée (/. c.) pour la transforma- 
tion d'une intégrale triple. 

fx^ft-) * ' "i fn étant des fonctions des variables 

on a le système des équations linéaires 



^/n =^fnA dx, -\-fnr.ds.i -f- . . . -^fn^nd^n- 
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La résolution de ce système donnç (§ IX, 1) 
eu posant 

y 1,1 • • - J^,n 



R„ = 



y 11,1 • • • Jn,n 



et désignant par y,,* le coefficient de yj^*, c'est-à-dire de — ' 

dans R„ , de sorte que, en particulier, ç„^„ = B„_, (§111, 5) . 
Soit maintenant 



/ 



\}df,df,...dfn 



Fintégrale multiple à calculer, et U une fonction donnée 
de/i,y„ . . . , fn* Si, dans la suite des intégrations à effec- 
tuer, on commence par l'intégration relative à y)„ on a à 
chercher la somme de la différentielle \Jdf„^ avec la condi- 
tion que yi,/i,. .., y^_, restent constantes. Diaprés cette 
condition, on a, dans le système précédent d'équations 
linéaires, 

et par conséquent 

R„_i d/n = R« djc„ , 

R 
de sorte que Ton peut remplacer df^ par dx^- On a 

par conséquent 

fud/,,,. d/,= C V ^dj, . . . r//„_, dr,,, 

les limites de x^ devant être déterminées d'après les limites 
données defn. Si l'on commence le développement de Tin- 
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tégrale ainsi transformée par Fintégration relative à la va- 
riable /„_i, on a à chercher la somme de la différentielle 

U ^B~^ ^»-i î /i? /s5 • • • 5 fn-i'f ^n rcstant invariables. Mais 
on a, dans cette supposition, 

f//*, = o, . . . , dfn-1 = Q , dx„ = o , 

et par suite on a le système de n — i équations linéaires 



o — y/1— 2,1 «^i +, , . — r~yn_2,n— i "«^n— 1> 

Op (Bn tire, comme ci-dessus, 

de sorte que l'on peut Remplacer df„_i par ~^ dx^^^^ et 

■"■«—2 

R R 

U ^-^ 4/«^i P^^ U W~^ dXn-i' On a donc, en prenant des 

limites convenables, 

/U r--^ df^, , , dfn-^ dXn = I U — -^ rf/i . . . f'/i-a Û^J^n-i ^JTn- 

L'expression qu'on vient de trouver pour l'intégrale mul- 
tiple cherchée peut se transformer par des considérations 
analogues, en remplaçant, en vertu d'un système de n — 2 

équations linéaires, dfn^^ par —^ dx^-^^ ce qui donne 

R/l— 3 






dfx. , , dfn-1 dXn^^ dXn 



dj\ . . . djn^^ dXfi—2 dXfi—\ dx„ ; 

- 3 
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lite. On trouve enfin, de la même manière, 



M 



d/.dx,. 



■■"■=/" 



en coQjmençant par intégrer relativement k y,, et renipla-r 
çanlj en yertu des conditions 

i/x, = o , c/jj =^ o , . . . , rU„ = o, 
la différentielle df, par -j^ t^^i , 

6. Si y, , ft, . . .,f„ne sont pas 
en foDclion de Xu J^i,..., x„, 
quantités ^,, j'i,. • -typ» lesquelles 
nées des variables x„ x^,. ■ -, x„, 

nant fonctionnel de la manière suivante (^). On a, pap 
hypothèse, 

tixi djTt dfi d/i dxi, dy. dxi 

et par suite 

en posant 









_dyi 

dXi 



Si l'on désigne par P, Q les déterminants des élémeuU 
a, by et par R le déterminant cherché des éléments c, 
on a (§ VI, l),poarp<^M, 



c'esi-à-dire que, si les fonctions données peuvent s' exprimer 
au moyen d'un moindre nombre de fonctions des mâmcs 
variables, le déterminant fonctionnel est identiquement 
nul, comme on pouvait s'y attendre d'après le ihéorème (3). 
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Si ;; == n, on a R = PQ, c'est-à-dire 






df, 



dx 



II 



dxs. 



dfn 
dXn 



djTx 



df^ 
dyn 



dfn 

dy, 



dfn 
dyn 



dyi 

dxi 



dyx 
dxn 



dyn dy„ 



dXi 



dx„ 



Si p^ n^ on a R = S PQ, c'est-à-dire 



4A 

dxi 



dj\ 

dXn 



d/n 

dx, 



dfn 
dXn 



= 2 



df df 

dyr df, 

df^ df, 

dfr dy. 



• • • 



dyr 


dyr 


dxi 


dx. 


dy. 

dxi 


dys 



Les termes de cette somme s'obtiennent en prenant, pour 
le système /•, 5, . . . , toutes les combinaisons de n indices 
pris dans la suite i , 2 , . . . , /?. 

7. 81/1,^29 • • • 9 y^ ne sont pas données explicitement en 
fonction de ^1, j:s,. . ., a:„, mais implicitement, par la 
condition que n fonctions (fj, Çj, . . . , (p„ des variables 
fi^fit ' ' 'jfn^ -^lî ^2? • • • 9 -^n s'annulent, on a 



df, df 

—^—— • • • _ ^— 

d.Ti dXn 



djn 
dxx 



dfn 



= (-l)" 



dXn 

Démonstration, 



dvfi 

d:c. 



dx„ 



dXi 



d<fH 

dXn 



dfi 

df, 



— • • 



dfi 

dfn 



d^n 

df 



'^n 



(*)• 



dfn, 

En vertu des équation? données 



^1 = O, (^2 =^0, 



^„ = o, 



chacune des quantités /i, f%^. > "i fn peut s'exprimer au 
moyen des quantités 0:1, cr,, . . . , x». En substituant les va- 
leurs trouvées dans l'expression ç,, on obtient l'idpntilé 
rfi = Q, et en différent! au t celle-ci par rapport à j:*, il en 



(*)Jacobi, Del. Juncl ., § lo, 
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résulte l'identité 



I 23 



d(fi d(fi dfi 

I -4— ■ ■ — ^ 

dxk dfi djk 



dfn dxk 



(;' est-à-dire 



en posant 



Ci,k = ^/,l «l,A -h . . . -f- h,,n On,k , 



d(f, . dtfi dfi 

En désignant les déterminants des éléments e, i, a respec- 
tivement par T, S, R, on a (§ VI, 1) 

T = SR, R = T:S, 



et d'ailleurs (§111, 2) 



T = (-i)" 



I • • • • - - ■ 

dx^ dXn 



'n 



«^<P/i 



dx\ dXn 

8. Lorsque /,, /j,..., y^ sont données en fonction 
de a:i , Xs , . . . , Xn par les conditions que n -h p fonctions 
?i,?5V5?«+p des variables/,, /,,..., f„_^^^ jc,, x,,..., jr., 
s'annulent, on a (*) 



df, df, 
— — • • • ^— 

" • • • -^^— 



= (-')" 



dtfi 
dxi 


d<ûi d<ûf 


dfi 

d/n+p 


• 




• f ... 

dfn+p 


d(f„^p 
dx, 


d^n^p dr^n-^-p 

dx„ dfn^i 


d^n+p 
^fn+p 


• 




d^u^P 



Démonstration. — En vertu des équations 



y„H_, = o , cp„+, = o , 



co 



Xn+p 



O 



on peut exprimer fn^^-u/n+i-, • • • ^ fn+p au moyen des autres 



(*) Jacohi, Dd'f./a/icf ., § lii. 
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quantités^ par conséquent, en vertu des équations 



<p, = o, <p»-=o 



» • • • f 



<P/. = o, 



les quantités fxt /i , . . . , f^ seront exprimables en x^ , 
Xj,. . . ,a:„. On a donc (7), pour 1 = 1,2,..., n-\^p^ tant 
que h ne surpasse pas n , 



c*est-à-dire 



en posant 



ilxk dfydxk df„ dxk ~~ 

Ci,k = ^1,1 ûi,* -H . . . -h bi,n an,k, 



d<fi d<fi dfi 

Si au contraire A est plus grand que n , posons 

En désignant les déterminants de degré n -{- p des élé- 
ments c et 6 , et le déterminant de degré n des éléments a 
respectivement par T, S, R, on a (§ VI, 4) 

T=:SR, R = t:S. 

On a, en particulier, 






dx^ #j 


dvf, 

dfn 


• 




d<f, 

dfn 




dfn 
dfn 


• 


• • 

df. 


dljn 

df 



9. Soient fi. /i,. . . , f^ des fonctions, indépendantes 
entre elles, de Xi, x^ , . . . , j:„ ^ les quantités Xi, Xj,. . . , x„ 
seront aussi des fonctions indépendantes entre elles de 
./i5 yi» • • • > Jw ^^ déterminant du système ^i, /i. . . , f„ 
et celui du système Xi , x, , . . . , x„ sont réciproques l'un 
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de l'autre, c'est-à-dire que leur produit est égal à Tunité (*). 

Démonstration. — Pour dîflTérentier y} par rapport à /i, 
il faudrait exprimer Xi, Xj, . . . , x„ au moyen de /i , /i, . . . , 
fn , et former 

4fi dxx ^ ilx^ dfi^ dxn 

dx^ dfk dx^dfk " ' dxn dfk 

Or celte somme est égale à zéro ou à l'unité selon que k est 
ou n'est pas différent de i , puîsqueyi,yi, ...,/„ sont indé- 
pendantes entre elles. 

d t' dx' 

Désignons -7-^ par a/,;i, -j^ par i,^;^, et la somme en 

question par c,,;. En désignant de plus par R, S, T les 
déterminants 



^1,1 • • • ^l,n 



^n,l • • i^njn 



^1,1 • • • ^l.n 



^n,i • • • ^n,n 



^1,1 • • • ^\,n 



^n,\ • • • ^n,n 



on a 



Ci,k = «/,! ^1,* -H • • • -H «/,« à„,k , 



et par suite (§ VI, 1) 






I 

-i 

r 



T = RS, 



Or Ci^u est égal à o ou à i selon que k est ou n'est pas diffé- 
rent de i'^ par conséquent T = 1 (§ II, 7), c'est-à-dire 



df, df, 



dXi 



dx 



n 



dfn dj. 



dx. 



dx. 



dx^ dXi 

df\"'Wu 

dXn dXn 






10. R et s ayant la signification ci-dessus, et les coeffi- 



(•) Jacobi, f>et. Jiinct., § 8. — Voir Moebius, Journal de Crelle, t. XU, 
p. 116. 



■ < 

ï 

i 






Y 



4- 

4 



J 
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dxi 



rîents de -—- dans R et de ^' dans S étant désignés par 

dxk . tifk ^ 

oti.k, (3;,i, on aura (*) 



K 



S 





7 


dxk 


S ' 


dxy dx, 
d/. d/„ 

dx„ dx„ 







dx„ 


dfn 


dfn 


df, ' d/„ 


tlx.^, 


dXn 


df, df, 




'**^m4-i 


dXm^i 


dx, d.r„ 




f(fm+x 


dfn 


df„ df„ 

dx, d.Tm 


àx„ 


dXn 

dfn 


dfm^' 



Démonstration, — D'après les notations employées (9), 
on a 

«I,. b,,k -^ «1.2 hi.k 4- . . . -h «l.n bn,k = o , 



^k.x bx,k -H «*.i b,,k 4- • . . -H ^k,n b„^k = I , 

Multipliant ces identités respectivement par 

et faisant la somme des produits, on a (§ III, 1) 
On a de plus (§ VII, 2) 



■1,1 



a 



i,m 



^'^fllil • • • *IW>»I 



= R 



OT— I 



*flH-l,m-H • • • *»n-l,« 



*n>m-f-l • • • ûtrt,n 



( * ) J ACOBi , Dei . /« wc/ . , §§ 8 et 9 , 
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En substituant les valeurs que l'on vient de trouver pour 
«1,17- • • > o^m,m'i le premier membre devient (§ III, 2) 



"»», i • • • ^m,m 



d'où résulte la seconde propriété énoncée. Les autres pro- 
priétés résultent de celles que l'on vient de démontrer, en 
échangeant simultanément f avec j:, R avec S. 

H . En désignant par t une quantité dont /*, , /i, . . . , f„ 
dépendent suivant une loi donnée, on peut former 

df. df, df„ 

—r 9 -r- 5 • • • î — r-. 

dt de . eit 

Les quantités Xi, Xj, ..., x„, qui entrent dans ces quotients 
différentiels, peuvent s'exprimer au moyen de^*,, /g,. . .,,/a, 
et alors on peut différentier ces quotients différentiels sui- 
vant yi, /s,. ... Le déterminant fonctionnel B. (9 et 10), 
qui était d'abord une fonction de a;i, Xa, . . . , a:„, peut s'ex- 
primer au moyen de /,, /,,... ,/),, et alors on peut le dif- 
férentier par rapport à t. En désignant, d'autre part, par u 
une quantité dont Xi, Xj,. . ., t„ dépendent suivant une 
loi donnée, etc., on a, d'après les notations admises (*), 

,d/i Àf^ ,df„ 

f/IocR dt dt at 

^ — h-T7;-"h -^ 



dt df, df^ df^ 



./(s'^l d\% 



f) "(^f 



df, ' .if, ■ df„ 



(*) Jacobi, Hpi. junci.^ § 9. — VofV Jacobi, Journal de Crelle, J^XXVII, 
jp. 109. 
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pareillement 

dvi dXi d.r„ 

alogS du ^ du du 

' -h- • 'H ; — 9 



du dXi dx-i dx„ 



o — 1 h, . .-+- . — 

dx^ dx-i dxn 

On a en particulier {*) 

''*- ^/. ^ df ^-"^ df' 

o = — ; H ;; — -+- 



dx^ dx-i dxn 

Démonstration, — D'après le § III, iO, on a 

dV. ^ dm^k 



■57 = 2"''^ 



dt 

et d'ailleurs (10) 









«1,* = 


^ djr. 






et 

• 






dt 


. d}f> 

dtdxk 






Mais on a 


maintenant 










d'A 
dtdxy 


dx^ 

Wi 


\ d'A 

dt dx-. 


dxi 
,dfi^ 


j d'fi dXn_ 
dt dxn dfi 


.df. 
'^ dt 

d/r 


et par suite 
dt 


=«2- 


dt 

djr 


d log R 
dt 


^ dfi 


■ 






1 






I 





(*) Jacobi, Journal deCrelle^ t. XXVIF, p. 2o3. 



'H 
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On a, de plus, RS= i (9) et par conséquent 

log R -f- log S = o, 
et 



rflogS ^ dt 



Le déterminant fonctionnel S étant une fonction des quan- 
tités fu ft^' • *^ fn'i qui renferment la variable f , on a 

dS_dS4fx^ dSdf, î^fO^ 

^t '^ df, dt ^ df, dt '^ ' ""^ df,, dt' 

Si l'on joint à cela que 

"tt: "~7~ "T~ ^ . ^ — 



d/idt dfi dfi 

on obtient la seconde des identités que nous avons posées. 
Les identités analogues s^ obtiennent par l'échange simul- 
tané de f , /, R avec li, a:, S. 

Si en particulier t=zXi^ on à (10) 

m 

12. Si Ton désigne par X, Xi,..., X„ des fonctions 
données de a:, Xi,..., x„, par/ une fonction indéter- 
minée des mêmes variables, et que Ion pose 

si l'on désigne de plus par/,,yi, • • • ^ /n? f^ solutions indé- 
pendantes entre elles de l'équation linéaire aux dîflféren- 
tielles paçtielles cp (/) = o , de sorte que ^ (/i), t|^ {/,),.. ., 
^ (fn) s'annulent identiquement, il existe un mulliplica- 

9 
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teur M, au moyen duquel ^(J) devient Le déterminant 
des fonctions /, /i , . . . , yi, , c'est-à-dire qu'on a 

df df df 

dx djCy dXf^ 

df, df, df, 

M i|< {/) = \dx dx, dxn 



//x dxx dx„ 



et Ton a, en désignant par / un indiee quelconque, et par A, 

df 

le coefficient de -j-- dans le déterminant fonctionnel, 

dXi 

^i 

— v"' 

ou, ce qui revient au même, M est une solution de l'équa- 
tion linéaire aux différentielles partielles 



o __ — — — — . — ^ ————— 
dx dxx 






En effet, du système des équations linéaires 



+(/,=x| + x,| 



^ ^dr df, 



dx. 



■n 



dXn 



(tx axi 



x„ 



rfr,' 



il résulte (S IX, 1) 

+ (/)A, = X.R, 

R désignant le déterminant du système linéaire , et Ai le 



(*) jAOOir, Journal de Crelle, t. \JL\'n,f. 310. 



fW....W 
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coefficient de — dans R. Si Ton fait maintenant 

A, = MX,-, 
on a (11) 

^(MX) ^ rf(MX.) _^ ^ ^(MX,) _ 

dx dxi . dxn ~" ^* 

Remarque. — La fonction des quantités a: , a:i ,.'.., ar„ 
désignée par M, a été nommée par Jacobi (/. c.) le multi- 
plicateur de Téquation aux différentielles partielles 

+ (/)=o, 
ou de Téquation aux différentielles partielles 

o=xA — X, — — ... — X„ -7—, 

»<*1 ux„ 

ou du système d'équations différentielles ordinaires 

dx:dxr.dx,:...:dx^ = X:Xr.x,:,..:Xnr 

parce que la résolution de ces équations aux différentielles 
partielles et celle du système d'équations différentielles 
ordinaires sont étroitement liées entre elles. Soîenl,en effet 
TT une solution de l'équation ^ (/) = o, et x une fonction 
de Xi, Xtj. . .^ Xny déterminée en égalant n à une con- 
stante arbitraire : on a 









o — 


«. dn 

^dx 

dn 

dxi 


dn 
' dx, 
dit dx 
dx dXi 


hX. 

o, 


dn 






dir 

« 

dx ' 


dn 
dxx 


dn 

• • 

dxi ' 


. . . = I : ~ 


dx 

• 

dx. 


dx 
dx,' 


et 


par 


suite 











. lix //. y 

OrsrX — X, . . . _^ X — 

a^^ dx. 



Soient, d'autre part, fu fij- * -^^ fn des-solutions indépen- 
dantes entre elles de l'équation (p (/) =;: o : en égalant ces 
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solutions à des constantes, on a 

àf, , dfy ^ df, ^ 

ax ax^ dx^ 

df df df 

JÙL dx -h -^ dx, -^ h —^ dx„ = o, 

ax aXi dx„ 

et, parla résolution de ce système linéaire, il vient 

ctx ^ctX{' ,.(1X2 « . » • ^— A-, A I • Afj • • • • 

— - A--, A.| • A.3 , • . . 

§ XIV. — Théorèmes sur les fonctions homogènes. 

1 . Soit u une fonction homogène, de degré m, des va- 
riables Xi , Xj , . . . , a:„ : en désignant — par u,- , on a, par 
le théorème d'Euler (*), 

mu = M, or, -t- . . . -h f^„ Xn . 

En appliquant le même théorème aux fonctions homo- 
gènes «1 , Mj , ... 5 de m — I dimensions , et désignant 

- — -7~ par i/,,t, on a le système d'identités {**) 

[m — i) w, = w,,, jr, -h ... H- a„,, x„, 

(W— l)«„= l/i,„X, -h ... 4- Wn,n^«. 

2. D'après les notations adoptées, on a 

/ et k devant être égalés successivement à 1,2,..., n, 

(*) Mechanica, ■i'j'iG, t. II, §§ 106, Ij^ç- — Cale, diff., § 226. 
(**) llEiSE, Journal de Crelie, t. XXVÏÏI, p. 78. 
( *** ) LacHoix, Cale, diff., § 91 . 
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Démonstration, — En multipliant les identités ci-dessus 
respectivement par Xi, Xj, . . . , a*„, et les ajoutant, on 
trouve, pour second membre, la somme en question, à 
cause de 

d'^u d^ Il 

dxidxk dxkdxi 

et, pour premier membre, m\^m — f) w, parce qu'on a (i) 

''i -^1 -h • • • -f- w„ a:„ == ihii . 

Remarque. — Si l'on exprime à leur tour les dérivées 
partielles secondes de la fonction homogène au moyen de 
ses dérivées partielles troisièmes, on obtient, pour la fonc- 
tion homogène, la somme des produits de ses dérivées par- 
tielles troisièmes, multipliées par les variables par rapport 
auxquelles elles sont différentiées ; et ainsi de suite. Toutes 
ces décompositions d'une fonction homogène s'obtiennent^ 
comme l'a remarqué Serret [Algèbre super. ^ note XII), 
en multipliant les variables par iH-o), et par suite la fonc- 
tion homogène par ( i -I- o>)"*, et développant l'identité 

par rapport à o), à l'aide du théorème de Taylor. 

3. La résultante du système àe n+ i équations li- 
néaires identiques, donné au n^ 1, est (§ IX, 3) 

m 



m — I 

M, Wi^i , . . tin,i 



O, 



* 



en supprimant le facteur m — i dans la première ligne 
verticale d'éléments (§ III, 2). Le déterminant de de- 
gré /?-}- 1 qui compose le premier membre, peut (§ III, 3) 
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eue considéré comme la somme des déterminaiHs 



m 



u a, . . . «- 

m — I 






O tt i^n- • • W/i,M 



Q Ut . . r Un 

Ui /£(,! . . . //„^| 



^n U\,n • - • Un,n 



Le prep[]iier de cqs détierminants se réduit (§ II, 5) à 



m 



m — I 



'^i.i • r • "n,! 



"i,ii • • • '^ 



n,n 



L43 seconid déterminant pefit se développer d'après le § V,2, 
parce que Ui^^ = u^^i. Si Ton pose, en e^et, 






^i.i • • • fii,i 



'^i.n • • • '^11,1 



et qu'on désigne par a,,* le coefficient de 11,1 daqs i^, de 
sorte ^*on ait a,,i= a*,, {§ III, 8), il \iendr4 



p w, ... u„ 

Ut «,., . . ■ //,,., 






P^ir suite, l'identité ci-dessus devient 



m 



m 



- «f — 'y "' "* ^i,k^ O (*) • 



Lk 



(*) Hesse> fournaX de Crelle^ t. XXXV 111, p 242. 
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4. Du système linéaire (1) 
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.< 



mm 



-hie, .»^,H-. . .-h «„ .r„ = o, 



- (m — i) 

— (w— i) «, -h w,,,.r, -+-. . .-ha„,,.r„ = o, 

il résulte, d^âprès le§ IX, 3, et eu ayant égard au § VU, 5, 
qVL* on â la proportion 

(I) — (i„«-,) : X, : ^, : xs : . . . t= V'*' : s/pi3^ : ^/p^: V^: •.., 

en désignant respectivement par f^, p,, p,^^ les coeflicients 



de 



mu 



m — I 



9 Ui 9 ffijk dans le déterminant, de degré n + i , 



R= 



w« 



/7i — I 



/<i ... #/„ 



"l W|,i • • • Wn,i 



'^w '^l.n • • • ''«,11 



On a, en effet, 



R=ro(3), ^,* = Pu(§III,8), 



s/hi^ = P, , VP.,/ P*.* = p/.i (§ Vïî, 5), etc. 

Par conséquent, si un quelconque des déterminants par- 
tiels premiers, de degré n, du déterminant identiquement 
nul R, s'annule, alors les autres déterminants partiels ' 
premiei^s de R s'annulent aussi identiquement, et il en est 
ainsi en particulier pour i^; et réciproquement. 

La proportion précédente nous apprend que 



m — I V «^ ^ 

( /« — I ) ' ~" v 



1 



J^ 
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Or on a 

par conséquent 

(II) ^, = __£^., p,»=^Lf» „(»). 

m — I ^ [m — i)^ 

5. Les relations que nous venons de démontrer sont 
d^une grande utilité dans la théorie de la courbure des 
lignes et des surfaces. Soit/ une fonction des coordonnées 
rectangulaires x^y d'un point ;/*= a sera l'équation de la 
ligne sur laquelle se trouve le point [Xjy), En posant, dç 
plus, 

on sait que 

^— 5:.r--*î=/t *./» 

est l'équation de la normale à la ligne (/^= o ) , menée au 
point (jc, j^) de cette ligpe, \ , fi désignant les coordonnées 
d'un point quelconque de cette normale. En posait 

et différentiant complètement ces équations, il vient 
{x — Ç) d\'\'\dxz=z df, , (^— „) «?> + Wj = rf/,, 



ou 



/i -y- =:d/i — ldj^, /, — =:d/2'-\dx, 



{*) Cela s'accorde avec les relations étab^es parHesse, Journal de Crellcj 

t. xxvin,p. io3,ctt. xxxvriF, p. 242. 
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pppr la normale à J4 ligne (/ = o) , au point 

laquelle a de commun avec la première uormale le poîn^ 
(Ç,«), c'est-à-dire le centre de courbure de la ligne [f=o) 
au point (x,^). Des équations 

il résulte (§ IX, 3) IVquation 

|Q /. /. 

/ /„-»/„ 

1/, /. /., - 
pour la détermination de X. Eu 
d'après le § V, 2, on trouve^ 
de X p et, pour le terme iudépeui 

o/./. 

On a par conséquent 

Enfin, on a, pour le calcul du rayon de courbure, que n 
désignerons par p, la formule 

et pour la valçnr de la courbure. 
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Le déterminant L et>t plus facile à traiter lorsque la fonc* 
tion' k laquelle il se rapporte est homogène. En désigoant 
par u la fonction homogène des variables Xi,,Xt, Xt, qui 
devient identique avec/ pour X] := t , on a (4) 



ladilTéreniialion. 

ne (/= o) ou (m =o), pour les- 
et par suite la courbure nulle, sont 
d'inflexion de la ligne. Ils peuvent 
les intersections de la ligne (y=o) 
le {L=o) ou (f = o). Or /et « 
sont, par hypothèse, du degré m, tandis que c est du degré 
3 (m — 2) ; par conséquent les lignes en question ont en 
général 3m (m — a) intersections. Donc une ligne de de- 
gré m a en général 3m (m — a) points d'inflexion (*). 

6, Si / est une fonction des coordonnées rectangu- 
laires X, y, z d'un point,/^ o sera l'équation de la sur- 
face sur laquelle te point (jr, y,x) est situé. Alors, d'après 
les notations précédentes, la proportion 

représeuiera les équations de la normale à la surface (_/i= o) 



(■ ) Ce théorème a vlé établi poi 
Aaalji. Geom.,f. i64)- •■' d«n" 
Hewe (foc. cit.), Jacohi a donr 

Orf/f, t. XL, p. 3.M)- 



tre foiii par Plucker ( Syu. 
ue noub donnons ici est di 
e dcmonElralion [Jouras. 
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pour le poinjt {x^y^z)^ et Ton pourra remplacer ces ëqua- 
tioiis par 

x(x-g)=/., Mjr~>,)=/„ x(3-g=/,. 

Les normales à la surface (f= o) , menées aux points 
(x, Yj z) et (x -h dXyy -h dj^ ^ -h rfz ) , ne se coupent pas 
en ginéral, mais seulement dans le cas où le second de ces 
points est situe sur une des lignes de courbure passant 
par le point {x^y^ z). Leur intersection (Ç, l'îjÇ) est le 
centre de courbure d'une des sections principales de 
la surface faites au point (a:, y^ z). En différentiant les 
équations précédentes, on trouve dans ce cas 



ou encore 



{x^^)d\'\'\dx = dfx^ etc., 



f\ -r- =^ dfx — \d3Cy 

A 



f^'Y ^ ^/s — ^^''» 



et par conséquent (§ IX, 3) 

/. df, dx 
fi df dy 
A df, dz 



=r o 



Cette équation différentielle, jointe avec Téquation diffé- 
rentielle de la surface donnée, 

Adx->rfidy -Ar fdz z=r. o, 

détermine la ligne de courbure passant au point (x,y, z) 
et sur laquelle est situé le point [x -^ dx ^ y -\~ dy , z-^riz). 



^ 
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au déterminanidonl il a été plusieurs fois queslioa 



"i.i . • . «».. 



'*i,ii • • • •ii.i 



Oaad*aberd(SIX,l) 

0Lii^=^0Li^i désignant, comme ci-dessus , le coefficient de 
m i = Mji,» dans Vé En dîfférentîant cette identité par rap- 
port à Xi ou à àr* , et posant, pour abréger, 

dp 



dxk 



= •'*> 



il vient 



(II) 



puisqu'on a (§ III, 1 ) 



I -T-» • 



dx 
do. 



I ^r • > • 



\ 
7 «n |-+-(W 2)*', 



«1,* «1,1 -4- . . . -ha,,; Un,i = I', 
«1,1 ai,*-4-. . •4-a/i.i «/!,*= O. 

Par une nouvelle diflférentiation des identités trouvées, et 
en posant 



d'^v 
d.Xk dxi 



= ^,h 



on trouve 






(in) 






I 

-(m— i)(a., 
— (/w— l)ia,,,- 



-f-...H- a„,, 



-1-...H- 






■ I -+-(w— r)f'i, 



"•«,1 



rf.r jj dxi 



-«. 



-7 — -r-«»T- «n.i -:; — l> 



<3^4 
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en ayant égard aux identités 

a,,i «I,, -+...-+- a,.,, «„,, = f, 
«1.* «*!./ -h . . -h a„,, a„,/ = o, 

différentiées par rapport à Xi • 

8. Le système des valeurs des variables x^^ Xf^. , .,.r„ 
par lequel on satisfait aux équations, en général incom- 
patibles, 



M, =: o , «y = o , 



Uu = o, 



a pour conséquence d'annuler les fonctions ii et v (t et 7, 1), 
ainsi que ^i ^ f^t , . . , i^„ (7, II). Le déterminant 



Cf' 



^\,\ ' . • <'ll,l 



«'i.n . . . t*] 



ll,R 



formé avec i^ comme %^ Test avec u, s'annule pareillement. 
Des équations 

o = a,,, ^, -h . . . -I- Un,x x„ , 



= «i., X, -f- . . . H- «/„,„ X», 



il résulte d'ailleurs (§ IX, 3, et S VU, 5) 

en désignant par a,,jt le coefficient de Ui^j, dans i^. On a, par 
suite, à la fois 

N étant invariable pour tous les indices. Faisant ces substi- 
tutions au n^ ly m, on a 

«'i,* X,- = — ( m — i) N J?, I X, "3 h ... -H ^n ^^ I > 
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c'est-à-dire (1) 
et par conséquent 

9. La fonction homogène du degré m, lorsqu'elle est 
rationnelle et entière et que ses coefficients sont entiers, 
s'appelle une forme du degré m [quadratique y cubi- 
que, etc) de n variables indéterminées [binaire, ter- 
tiaire, etc.) (**). Une forme quadratique (que Ion appelle 
souvent simplement une forme) peut se représenter par 



2 



û»,t J^i ^k'y 



l,A 



une forme cubique, par 

2 «,,*,/ Xi Xk Xs (***)y ^ 

/ , h y l prenant toutes les valeurs, depuis i Jusqu'à /t, et les 
quantités a/,it, ai^j^^i ne changeant point lorsqu'on inter- 
vertit leurs indices. Par déterminant d'une forme qua- 
dratique, on entend la valeur, prise u^ativement, du 
déterminant formé avec le système des coefficients (♦♦**). 
Ainsi, en posant 



R=r 



a 



i.i 



. . a 



\,H 



• ••• •••« 



««,1 . . . « 



ihn 



C*) Hesse, Journal de C relie, t. XL, p. 3i6. — Voir Jacobi, loe, cit, 

(**) Gauss, Disquist arith.y art. i53 et 266. 

(»»* ) Voir Hbsse, Journal deCrelle, t. XWIII, p. 74. 

(****) Gadss, loc, cit,y art. i54 et 267. 
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145 



— R sera dit le déterminant de la forme 1/ = ^^ a,^^ x, Xi,, 

Le développement de ce déterminant résulte du § V, 2. En 
désignant par a,^j le coefficient de a;,* dans R, la forme 
quadratique 

est dite la forme adjointe (forma aÂjiincta) (*) de la 
forme donnée //. On a (§V, 2) 





r. 


• • • Xn 


— - 


ri «1.. 


• • • ^'l,« 


■ 


Xn «,!,. 


• • "n,n 


àvll,t) 




CCi,i . . . 


— ar,n 




*«,« • • • 


a«,ji 



= {~R)'-, 



c'est-à-dire que le déterminant de la forme adjointe est la 
puissance (n — ijp»^"»* du déterminant de la forme proposée. 
D'après le § V, 2, on a 






= — 2 '^' •^* H^^ ' 



f^i,k désignant le coefficient de «.,a dans ^zfc a,,, . . . «„;„. 



(*) Gauss, loc. cit,^ 267. 



10 
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Or on a Ai^i = R"~' a,,* (§ VII, 8)5 par conséquent, 



ti 



I 



O Xi 

Xx ttij • • 






I "^n ûtn,l • • • ^n,n 



n 



Remarque. — Si la fornjie n est quadratique, ses dérivées 
partielles seront linéaires ; par conséquent, le déterminant 
des dérivées partielles secondes de u (§ XIII, 3) , de même 
que le discriminant de u (§ XII, 12), ne différeront que 
par un facteur numéricpie du déterminant de cette forme 
quadratique. 

§ XV. — Des substitutions linéaires^ et, en particulier, 

des substitutions orthogonales, 

• 

1 . Lorsqu'il s'agît de transformer une fonction donnée 
des variables Xi , Xg , . . . , x„ en une fonction des variables 
yxyjiy • • • iJKn9 ^^ mojcn dcs substitutions linéaires 



le déterminant des coefficients de la substitution , 



^i,i . . • ^1,1» 



^n,i . • • tfn,n 



s'appelle le déterminant [modulus) de la substitution 
linéaire. Ce déterminant doit être différent de zéro, si 
Xiy Xi, , . . , x„ sont supposées indépendantes entre 
elles (§IX, 2^ S-^^I^'î 3)* ^^ substitution linéaire est dite 



(") Brioschi, Det. (53), 
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unimodulaire (*), lorsque son déterminant est égal à 
1 unité. 

2. Si les fonctions linéaires/,,/,, ...,/ des varia- 
bles Xiy x^y . . . , x„ sont transformées, par une substitu- 
tion linéaire, en des foncticms linéaires des variables 
Ji> J», • • -jjn, le déterminant du système des fonctions 
transformées (§ XIII, 1 ) sera le produit du déterminant du 
système des fonctions données par le déterminant de la 
substitution linéaire (**). 

Démonstration. — Soient 

/i = ûi.i Jr, -f- . . . -I- a, „ .tr„, 



fn = a«,. or, -h ... -H a^a ^n, 

les fonctions linéaires données. Par la substitution li- 



néaire 



•^n = ^rt,. Jl -h . . . -h ^„,„ J-„, 

on obtient les fonctions transformées 



Jn ^n,i y\ ~+" • • • -\^ Cn,n Xn • 



On trouvera Ci^i en multipliant oTi , ar,, . . . , x„ rcspecti- 
. vement par a,^i, a,^j, . . . , a,^„, faisant la somme, et pre- 
nant dans celte somme le coefficient de^^ , 



(* ) Sylvester, Ombridge and Dublin Mathemattcal Journal y t. VII, p. 62. 
(**) Voir la démonstration algébrique de la règle de multiplication 
(S VI), par exemple, dans ioaxihïmsihaXy Journal de C relie y t. XL, p. 22, 

10. 
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Par le § VI, 1, on a 



^1,1 •• • ^l,M 



^n,l • • • ^H,H 



^\,\ ' • • ^1,1» 



On,i» . . ûti,r 



^1,1 • • • ^1.» 



^H, I • • • ^«,1 



t ■ 



3. Elant données les équations algébriques /(>r) = o et 
(f (x) = o, de degrés m et n respectivement, si par la sub- 
stitution 

on les transforme dans les équations . 

(/■>+'-)-»(^^.)=°. 

et que Von désigne en outre par R = o la résultante des 
équations données, et par R' = o la résultante des équa- 
tions transformées, on aura 

• 
Démonstration . -^fjn admettant que «i , a^, • . . , «^dé- 
signent les racines de réquatîony(ar) = o, et (3i , (3j , . . . , (3„ 
celles de l'équation ç(x) ;= o, on a identiquement 

/(a:)=fl«(.r--a,)(a:— *a,). ..(jp — a„), 
?(^)=*.(*-p.)(^~^)•••(•^-^)* 

et par suite 

«"*/(- ) = ^/n (' — «,«) {t — ajw). . .{t ^ Unit), 



(*) Jacobi, Journal de Crelle^ t. XL, p. 2/|5 . — Salmon, Higher plane curves, 
p. 295. 



J 
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La résultante des équations 

«-./(^) = o, et «-t(^) = o ■ 

est, de même que la résultante des équations y(.r) == o et 
y (x) = G, d'après le § XI, 1 , 

» 
«« — - ^k étant évidemment le déterminant des fonctions lir 

néaires 

e — a;«, t — PiiU. 

Par la substitution linéaire 
le déterminant de « ^— a,u et det — iS^u se change (2) en 

i'^! - M (P9' - P' l), 

• * 

et par conséquent 

i.k 

« 

est la résultante des équations transformées 






py-hqz 



r -^q'z 



= o. 



Remarque. — Si l'équation /(a:) = o est transformée, 
par la Substitution 



^_PZj±jz 

3C ^^^ ■ , 



i ^ 



! 
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en la suivante 

\P J-^H^I 

on trouvera, en procédant de la même manière, que le dé- 
terminant de Téquation transformée se déduit du détermi- 
nant de Téquation proposée (§ XII, 9), en multipliant par 

(pq' — p'q)"^^'^'^\ parce que TT (a,- — aj) est un produit 

de m [m — i) difiSérences qui peuvent être considérées 
comme des déterminants de fonctions linéaires, 

4. Une fonction f des variables oti, j:^, . . . ,x„ étant 
transformée, par une substitution linéaire, en une fonc- 
tion des variables j^i ^y^ , . . . , y^ , le déterminant de la fonc- 
tion transformée est égal au produit du déterminant de la 
fonction donnée (§ XIII, 3) par le carré du déterminant 
de la substitution linéaire (*). 

Démonstration, — Supposons la fonction/" transformée 
par la substitution 



On a alors 

d^f d}f dx, d'f dx. 



f^Xi^Xk dyidjc, djTk djndx^ dyk 



dfidx, ' dxidx,, 



C*) UessEj Journal de Crelle, t. XXVIll, p. 89. Le cas où la fouclionyest 
quadratique a été traité, pour n = 2, par Lagrango {Mémoires de l'Académie 
de Berlin, 1773» p. 286), et pour n = 3, par Gauss( Di^^. arithin,^ 268). 
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et par suite (§ VI, 1 ) 



i5i 



(A) 



•Pf 


d'y 
dy, djr„ 


'Pf 


d^f 



dyhdy, dy^dy^ 



d'f 


d'f 


dy.dx.. 


dyydx^ 


d^f 


d^f. 



dyn dxi dy„ dxn 



^'l,! • • • v^l,! 



^/I,l • • • ^/l,» 



On a de plus, 
dXi 



df dxx 
dx^ dyi 

dXy 

dyi dxk dXi dxk 



= —b,i 



dV 



Ki 



df dXn 
dXn dyi 

dXn 

d^f 
dXndxk 



*«.i> 



^H,M 



et par suite, comme précédemment, 




d^f 


d'y 


dx^ dXi 


dafi dXn 


d»/ 


d'y 



*f\,\ • • • ^l,» 



dxn dXi dxn dXi * ' 

En multipliant entre elles les équations (A) et (B),il 
vient 

)% h 3 



rf'/ 


d^f 


rfr, dy, 


dy, dy. 


d-f 


d^f 



dyn dy, dyn dyn 



d?f 


d?f 


dxx dXi 


dXi dx^ 


df 


d^f 



dXn dxx dXn dx^ 



On,\ • • • *^H,n 



5. Parmi les substitutions linéaires au moyen desquelles 
ou peut transformer une fonction donnée, on doit particu- 
lièrement remarquer celles dans lesquelles la somme des 
carrés des nouvelles variables ne diffère pas de la somme 
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des carrés des variables primitives. Ces substitutions ont 
été considérées par Euler {Noi', Comm, PetropoLy t. XV, 
p. yS ; t. XX, p. 217); par Gauchy (Exerc. rfe Math. , t. IV, 
p. i4o) ; par Jacobi (Journal de Crelle, u XII, p. 7) -, par 
Cayley (Journal de Crelle^ t. XXXII, p. 1 19), et d'après 
une remak^que de ce dernier auteur, elles ont reçu le nom 
de substitutions orthogonales. 

Si la fonction donnée dépend des variables x^^Xt » . . • »x„, 
et qu'on la transforme, par la substitution linéaire (ortho- 
gonale) 



•^n — ^n, I Xy "T" • • • "T~ ^n,n Xn » 

en une fonction de j^i , j^j , . . . , y„, de sorte que l'on ait 

les coefficients jouiront des propriétés principales suivantes. 

I. Pour toutes les valeurs de i et de A, depuis i jusqu'à 
/£, on a (Euler) 

c .-\-c . H-...-hc. =1, 

^'\,i C\.k-hCi,i 6"3,A-4- ... -H C„,, f„.X = O, 

à cause de l'identité 

3 2 3 

— - V^l*! .?' I "^ • • • ^i»nXn) ~^ ' • '~T~ \^ih* X^ ~^ ' • • "+"^/i,M Xn) 

II. Pour transformer la fonction transformée dans ia 
fonction proposée, il suffit (Gauchy) de substituer les va- 
leurs 





ÀPPL1CATIOM9 D 
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Kn effet 








...«. + • 


■ + Ci ^.=x-( 


...<■. 


.-h...+c„jc„,.} 




-hrni 


..i". 


.+ ...-Hc„..<'„.) 



le coefficient de ^, ayam pour valeur l'unité, tandis que 
les coefficients des autres quantités s'annulent (I). , 

m. Le carre du déterminant d'une syb^tituliou orthogo- 
nale est égal à l'unité (Jacobi). Ce 
tipiication (§ VI, 3) on a 



Oronarf„i = o, rf,,;=i (I); 
cherché se réduit à son terme îe 

(§11,') 

IV. En désignant par E le déterminant d'une substitution 
orthogonale, et par^,,jilecoefficientdec^,idans!,ona (Jacobi) 

Pour prouver cette identité, multiplions les identités 



respectivement pary,,, , y,^, , . - . , y,,„ . On obtient, en faisant 
la somme, 

CM(''.,i7M + -'-H-'-'i..7/."}-t----+-<'.-.*('-v,iï.,i+---+'-;-7,.~) 

+ . . .-h '■«.!. {'•... ■/,., + ■ . - r„_,yi.,) = y,.i. 
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Le coefficient de c^^i^ est e, et ceux des autres quantités 
^1,*, • • . ,c„^k s'annulent (§ III, 1 ). 

V. Les coefficients d'une substitution orthogonale satis- 
font au nouveau système suivant d'identités (Euler) ; 



3 

c. 



2 

'•.•.2 



«,« 



= 1, 



Ci\i Ck.i -h Ci^i Q.jH- ... -h Ci^n Ck,ti = O. 



* • 



On a en effet (IV) 

Or cette somme a pour valeur e ou zéro, suivant que i 
et k sont égaux ou inégaux (§111, 1 ) . 

VI. Entre les déterminants partiels que Ton peut former 
avec le système des coefficients d'une substitution orthogo- 
nale, il existe la relation suivante (Jacobi) : 



^ m-{-\ , m-\-\ • • • ^nn-(,i 



^H,»n-f-i • • • ^n,n 



^1,1 • • • ^1, 



m 



^m, i . - . r 



ifi,ni 



Onaenelïet(§VlI, 2) 



7'.i 



yifiH 



V"»»! 



ym,m 



-m-— I 



^m+\,m-^i • ' • ^m-\-\,n 



'«,«1-4-1 



• • ^n,n 



et, d'après (IV), en ayant égard au § III, % 



7«.« • • 


• lx.m 


= 8" 


^1,1 » • • C\,m 


7»»,» • • 


• 7'M,m 


f^m,\ ' • ' ^m,m 



La comparaison de ces deux identités conduit à celle 
qu il fallait démontrer. 
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Il y a encore quelques relations moins immédiates entre 
les coefficients d'une substitution orthogonale, qui ont été 
indiquées par Euler dans le premier des Mémoires cités, et 
par Jacobi [Journal de Crelle^ t. XXX, p. 46 )• 

* 

6. Puisque entre les n} coefficients d'une substitution 
orthogonale il existe «H -équations (5, l), ces 

* 

coefficients peuvent être considérés comme des fonc- 

1 • nin — i) nin — i) . , . j^ 

tions de n' — n ^ =: —^ quantités mdeter- 

2 2 ^ 



minées 








^•.M 


^1,5» • • • > ^M»> 


^ 




• 



Effectivement, Euler a non «-seulement indiqué le moyeu 

par lequel on peut, par -^ transformations binaires, 

mettre les coefficients d'une substitution orthogonale sous 

forme de fonctions de — quantités indéterminées^ 

mais encore, pour les cas de ^ = 3 et d^ n = 4? il a ex> 
primé ces coefficients rationnellement au moy>en des quan- 
tités indéterminées. En se servant des déterminants, Cayley 
(/. c.) est parvenu à représenter les coefficients d'une sub- 
stitution orthogonale servant à la transformation d'une 
fonction de n variables^ par des fonctions rationnelles de 

nin — i)»j'^ • ' 

— i ' indéterminées. 

I 

Si Ton désigne, en effet, comme plus haut, ces indéter- 
minées, par fti,?, . . . , ft„_i ; si de plus, sous les conditions, 

bi,k -H hk,i = o, bi^i = w, 
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on forme le déterminant 



B = 



^1,1 • • • ^i,n 



bn,\ ' . ^11,1 



et que Ton désigne par (3,,;t le coeflScient de A,,ji dans B, on 
aura 



Ci.k 



2wP/,* • __ aft)P/^|- — B 



B 



> Ci,i = 



B 



pour les formules générales d'une substitution orthogonale 
dont le déterminant a pour valeur Tunité. Les coefficients 
d'une substitution orthogonale de déterminant — i s'ob- 
tiennent en changeant les signes d'un nombre impair de 
lignes parallèles, dans le système des coefficients qu'on 
vient de trouver. 

Démonstration. ^ — On peut faire dépendre les quantités 

.rj , ;rj , . . . , x„ des quantités /i , j^i > • • • > y« » en posant à 
la fois 

•^1 = ^i,i «1 -h ... -h bi,n 2/1 > 
JTi = bij 2, '-f- . . . 4- àn,i Z^ . 

Par la résolution des systèmes linéaires 



.r 



I = ^«,1 3, 4- ... -f- bi,„ Zny Ji = ^1,1 2, -h ... -4- bn,i 2„, 



on trouve (§ IX, 1 ) 

BZt = ^,,1 .r, -f- pj,, Xa -H . . . -4- p„,, X,. , 
Bs,-= p/,,r, -h pi,27i -h ... -H Pf,f.r«- 

Or en vertu des hypothèses ft,^j^ -|- fe^ ,== o, i,^, = co, rt 
des relations supposées entre .x',? j", et les quantités ^i , 
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et par suite on a à la fois 



on, sous une forme plus abrégéi 



+ (a..p,-,,-B)x,- 



De l'identité 
résulteut les identités 



qui font voir que ces fonctions rationnelles des imtéiermi- 
nées &, 1 , • ■ ■ > l>n~x,n présentent le caractère des coefficients 
d'une substitution orlliogonale (S, I). 

Désignons par e le délerminanl de cette substitution or- 
ihogonale. On a alors {§ III, 2) 



En multipliant ce déterminant Bw", on trouTe (§ VI, 4 

A, , ..'. A,,, 
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comme Euler Tavait déjà annoncé dans le Mémoire que 
nous avons cité en premier lieu, p. loi. Ces coefficients 
ont été déduits par Rodrigues {^Journal de Lioiwille, t. V, 
p. 4o5) des formules mêmes qu'Euler a établies (Nou. 
Comm. PetropoL, t. XX, p. 217) pour la transformation 
d'un système trîrectangulaîre de coordonnées. 

Pour obtenir les coefficients d'une substitution orthogo- 
nale ternaire de déterminant — i , il suffit de changer, dans 
le système ci-dessus, les signes d'une ou de trois lignes 
horizontales, ou d'un pareil nombre de lignes verticales. 

Pour n ==: 4, on trouve (§ VIIJ, 7) 



B== 



a 
b 
c 



a 

h 
8 



b 
h 



c 



— 8 

f 



-f 



tù 



= ( w' -h a' -H ^^ -h c» -h/» 4- 8" H- h} 4- 0')«% 



wô =; fl/ -H bg -h ch. 



pl3 ■ 



a» — /B -hcg — ^A) w, 

b<ù — c/ — gQ H-ûA)w, 

■ c(ù -h bf — ag — hB) w, 



Psa 

p.» 

Pu 
Pa< 









b/t 
b' 
ab 
bB 






P» — 



( — goi-h^if — (ic — ^Ô)w , 



BCn=[w' 

Br3a = [w' 

BC44 = [«' 
etc. 



G' 
0» 






b' H- ^2 

b^)-\- h'- 



.2 



■c»)]«.% 



A l'aide de ces formules, on peut former immédiatement 
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les coefficients d'une substitution orthogonale quaternaire, 
de déterminant i ou — i . 

Le système de valeurs de ces coefficients, donné par 
Cayley, dans le Journal de Crelle^ t. XXXII, p. 122, con- 
tient deux erreurs (dans |3i4 , lisez hf au lieu de — hf-^ dans 
Bcii, Bcss,..., lisez I — 9* au lieu de 1), lesquelles 
n'existent pas dans la publication plus récente de Cayley, 
Journal de Crelle, t. L, p. 3ii. Mais, dans ce dernier 
Mémoire, p. 3i2, 1. 5, il y a une faute d'impression 
à corriger, lisez — dy' au lieu de 4- ôy\ Les coefficients 
trouvés par Cayley pour une substitution orthogonale qua- 
ternaire ont été donnés sous une autre forme par Euler 
(JVoi^, Comm. Petrop.y t. XV, p. 102), qui les avait 
obtenus, dît-il , a nulla certa methodo, sed potius quasi 
di\^inando, » Euler ajoute : « Si guis viam directam ad 
hanc solutionem manuducentem inuestigauerit ^ insignia 
certe subsidia anafysi attulisse erit censcndus, » Cayley 
n'a pas manqué de se rendre compte comment des coeffi- 
cients qu'il a déterminés on peut déduire la solution d'Eu- 
1er (voir Journal de Crelle^ t. L, p. 3 12). En posant, 
dans le système ci-dessus, 

2 22 2 

^ s — d r — c . a — b p — a 

2 2 22 

et changeant les signes de la dernière ligne horizontale, ce 
qui fait prendre au déterminant de la substitution ortho- 
gonale la valeur — i . on obtient sans aucun changement 
le système d'Euler. Car le second élément de la seconde 
ligne horîzonlale est écrit, dans le Mémoire d'Euler, par 
une faute d'impression, — ds au Ireu de 4- ds^ 

7. Les substitutions orthogonales binaires et ternaires 

II 
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équivalent, en géométrie, à la transformation des coor- 
données rectangulaires. Pour passer du système rectan- 
gulaire a:, y y au système rectangulaire x\ y\ en supposant 
que x^ y, ^'»y' soient des direction» situées dans un même 
plan, il faut faire la substitution linéaire qui a pour coeffi- 
cients 

cosarj:', cosary^, 

cos/ar', cosj^j'. 

Si Ton donne le même signe, aux angles décrits par des ro- 
tations de même sens, de sorte que 

on a 

xy* = xx' 4- 'î^'y» yx' ^=yx -H xx\ y y' =/x -f- xx' -|- x'y\ 

Si maintenant les angles xy et x'y' sont tous les deux 
= 90**, on a 

cosxy' = — sin xx\ cosyx' = sin xx'y ces y y' = ces xx' . 

Si au contraire xy == 90** et x'y' = — 90**, alors 
ces xy z=z sin xx'j cosyx' = sin x^ , ces y y = — ces xx' . 

On a donc, comme on le sait d'ailleurs, pour passer à un 
système de même sens, à faire la substitution linéaire 

ces xx' , — sin xx' y 
sin^:r', cosara:', 

de déterminant i . Pour passer à un système de sens con- 
traire, on devra faire la substitution 

cosarx', sin xx', 

sin xx'j — CCS xr', 

de déterminant — i . 

Ce qui précède s'accorde avec un théorème goniomé- 



APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. l63 

trique connu {voir ci-après, § XVII, 1 ) , d'après lequel, 
pour des directions quelconques x, j, x\y dans un même 
plan, on a 



cos xx^ ces a:y 
cosjr.v' cos^y^' 



f .j 



= siB^^sm^x , 



d'où il suit que ce déterminant est positif ou n^atif , sui- 
vant que sin xy et sin x*y* sont ou ne sont pas de même 
signe. 

Réciproquement, des équations 

cos*;ra:' -h cos^ xy' = i , cosorj:' cos yx' -h cos xy' cos y y' = o , 
cos*yx' -+■ cos^ y y' = i , 

on conclut que sm^ xy et sin*x'j' ont pour valeur l'u- 
nité. On a, en effet, par la règle de la multiplication 

(S VI, 4), 



sin* xy sin^ x'y' = 



cos xx' cos xy' 
cosyx' cos y y' 



cos' xx' -f- cos' xy' , cos yx' cos xx' -4- cos xy' cos ry 

cos xx' cosj^x'-Hcos xy'cosyy'y cos^yx' ^ cos* yy' 

Pour rendre les substitutions rationnelles, il suffit de 
prendre les formules cos xx^ = cos'— ( i ~ tang*— U etc. , 
et d'exprimer les coefficients de la substitution au moyen 
de tang — • F^oir 6, exemple i. 

8. Pour passer du système de coordonnées rectangu- 
laires a:, y, z au système de coordonnées recungulaires 
x\y\ z\ il faut employer, comme on sait, la substitution 

linéaire 

cosxx', cosxy\ cosxz' ^ 

cosyx'^ cos y y' ^ cosj^z', 

coszx'j cosz/', coszz', 
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dont les coefficients doivent satisfaire aux équations (^9 1), 
et sont par conséquent fonctions de trois quantités indéter- 
minées. Soit O Forigine commune des deux systèmes de 
coordonnées, et soient X, Y, Z, X', Y', Z' les points où les 
directions des coordonnées positives rencontrent la sphère 
de centre O et de rayon égal à l'unité. Les systèmes de 
coordonnées seront de même sens ou de sens contraire, sui- 
vant que les triangles sphériques XYZ etX'Y'Z', ou les 
tétraèdres OXYZ, OX' Y' TJ seront de même sens ou de sens 
opposé. 

I. Deux figures sphériques étant semblables, égales et 
de même sens, il existe un point S, qui est à lui-même son 
propre correspondant, et qui est situé de telle sorte que 
Ton a 

SX = SX', SY = SY', SZ = SZ', 

angle XSY = X' SY', YSZ = Y' SZ', XSZ =' X'SZ', 

XSX' = YSY' = ZSZ'*(*). 

D'après une proposition élémentaire de trigonométrie sphé- 
rique, on a par conséquent, en désignant OS par s et 
Taûgle XSX' par 9, 

cos XX* = cos*.f j: -\- sin'^ar cos y = cos* sx\^\ — cos f ) -i- cos y , 
cos^y =cos'5/-+- sin'^x cos<p = cos' 5^ (i — cosy) h- cosy, 
cos zz* = cos* SZ -h sin'^z cos 9 = cos' sz [\ — cos y ) -i- cos ^ . 

En désignant, de plus, par les angles égaux XSY, X'SY', 
on a, d'après la même proposition de trigonométrie, 

cosar/'=cos&r C0S5/' -f- sin^iT sin^y' cos (5» -f- 0} 
= COS5X cos^j^ -h sin J4f sin^r;^ cosf cosô — sin^xsin jr/sin^ sîn 0. 



(*) Voir le Mémoire de Tauteur Sur Végaliiè et la similitude, etc. 
Dresde, i853, $§ 3i et 52. Aux sources qui y sont citées il faut ajouter : 
EuLBR, De centra similitudims{Nova Acta Petrop., t. IX, p. i54). 
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Mais, h cause de 

cos xy = cos^or cos sy + sin sx sId sy cosô = o , 
siD SX sin sjr sin ô = 60XYS = sin xy cos sz=z cos sz , 

il vient 

cos xy a= cos SX cos ^J ( i — cos <f ) — cos5z sin ^ . 

De la valeur de cos xy on lire celle de cos j[x\ puisque 
r angle YSX' = YSX -h XSX' = _ y -h Ô, d'où Ton voit 
qu'il suffît de changer ç en — y, pour avoir 

cos^j:' = cos SX cossy (i — cos y) -h cos^z sin y. 

On a de même 

cosyz^ = cos sy cos sz (i — cos y) — cos sx sin y , 
cos zy' = cos sy cos sz(i — cos y ) H- cos^o: sin (p , 
cos zr' rr cos sz co^sx(i — cos y) — cos5y sin y, 
cos xz' = cos sz cos sx(\ — cos y) H- cos^x sin (p ( * j , 

les trois premières des quantités auxiliaires 5X, sy^sz^ cp 
étant liées entre elles par l'équation 

cos' SX -H cos' 5/ -f- cos* 52 = I . 

Pour rendre rationnels ces coefficients de la substitution, 
introduisons -(f-, il vient 



cos xx' = cos' — «p -H 2 cos' SX sin* — © — sin* — œ , 

/ . , I .II 

cos xy = 2COSSX cos sy sin' — <p — 2 cosxz sm — (p cos - © , 



C^) Ce sont là les formules trouvées par Euler, Nou. Comm. Petrop.^ t. XX y 
p. 317, formules que Jacobi a rappelées {Journal de Crellcy t. II, p. 188), en 
invitant les géomètres à en simplifier la démonstration. 
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et de même pour les autres. En posant 

I ^ I 1 

cos5j:tang- ç=:A, cos5jtang~ (p=:p, cos5z tang- (p=Vy 

Jm ^ JU 

d*où résulte 



r 



tang' - (p = V -♦- fA» -h v% î — =:i-H>»-f-fA»-Vv% 

ces' - 9 

on obtient le système ci-dessus de coefficients rationnels 
d'une substitution orthogonale ternaire (6). 

n. Deux figures sphériques étant semblables, égales et 
de sens opposé, il existe un grand cercle, son propre cor- 
respondant à lui-même, dont le pôle S a pour correspon- 
dant le point diamétralement opposé, et tel qu'on a 

SX -h SX' = i8o% SY -¥- Sr = i8o% SZ 4- SZ' = i8o% 
angle XSY = X' SY' , YSZ = Y' SZ', XSZ = X'SZ', 

XSX' = YSY'=rZSZ'. 

En employant toujours les notations précédentes, on a 

cosarx' = — ces' jj: -I- sin'^xcos^ = — cos' jj:(i -4-cosy) -f-cosy , 
cosjt^' = — cQ%sx Q,o^sy -h sin sx ûnsy ces (y -H ô) 
= — ces 5* CCS *^ ( I H- cosf ) — CCS SZ sin ^ , 
etc. 

Ces formules ne diffèrent que par le signe de celles qu'on a 
trouvées précédemment, en y changeant y en i8o*^ — y. 
L'angle iSo^ — cp est celui que le système x'^y\z' doit 
décrire autour de Taxe .v, pour que X' Y' Z' coïncide avec 
la figure symétrique de XYZ. 

III. D'après le théorème de v. Staudt [voir ci-après, 
§ X^ II, 6) , on a, pour des angles et des positions quelcon- 
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ques des axes coordonnés , 

cosorj?' cosxjr' cos xz' 

cos^x' cos^-y cos jrz' = 36 OXYZ . OX' Y' Z' . 

ces zx' cos zy cos zz' 

Par suite, le déterminant est positif ou négatif, suivant que 
ces tétraèdres , ou les angles solides formés par les axes, 
sont disposés dans le même sens ou en sens contraire. Dans 
un système rectangulaire, le tétraèdre correspondant a pour 

mesure^ de Tunité cubique; donc le déterminant de la 
o 

substitution orthogonale sera -f- i ou — i, suivant que le 
nouveau système sera disposé dans le même sens que F an- 
cien, ou en sens contraire {*). 

* 

IV. Réciproquement, des équations 

co5*a:x' -H cos^xy -♦- cos*j:*' = i , 

cos^ jrx' -+- cos* j^/ H- cos'jz' = i , 

cos* «j/ -t- cos'zj' -h cos' zz' = I , 

cosx-r'cos/x' -h cosaycos/y -4- cosxz' co%yz' = o, 

cosjTj/coszj/ -h cosjr/'cosz/' 4- cosxz'coszz' = o, 

cosj^'cosza?' H- cos//' cos «x' -f- cos/2'coszz' = o, 

on conclut que les systèmes x, y, z et x', y\ z' sont rec- 
tangulaires (**). On a, en effet, 

a,, «13 a, 3 

(360XYZ.OX'rZ')*= a„ û„ a„ 

«SI «52 «83 

en faisant, d'après la règle de la multiplication des déter- 



C^) C'est Jacobi {Journal de Crelle, t. XV, p. 809) qui a fait remarquer ce 
caractère distinctif des déterminants des substitutions. Voir Moebius, Sta- 
tiquCy S 137; MagnvS) Géométrie analytique de l'espace ^ § lî. 

(**) Dedekind, Journal de Crelle, t. L, p. 273. 
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minaDts (§VI, i), 



n,, ^ cosie cosarj' + cosjîJ' cos*) + cosxz cosm = i 



etc., (le sorte qu'on a 



a maintenant 



60XYZ=sin:cjsi 



s»in(aj,j3J, 



Mais le produit dessinus n'est égal à l'unité que lorsque les 
angles sont droits. 

9. En désignant par c,,i,. . . ,c„,, les coefficients d'une 
substitution orthogonale ayant pour déterminant e, c'est- 
à-dire + 1 ou — I , et posant 



l'équation f(s) =0 est réciproque, et, à l'esception de U 
racine — s , qui y satisfait dans le cai de n impair, elle n'a 
aucune racine réelle (*). 

Démonstration. — Le d 
J {z) suivant les puissances 
met, au moyen de la propn'é 
des déterminants partiels : 
naître immédiatement que 1 



V 
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ne diflereni que par le facteurs des coefBcieDU de z", 2"""*, 
z"~*, . . . , et que par conséquent 



^=^(7)- 



ce que Ton peut constater en faisant le produit des déter- 
minants £et/(z). D'après cela, on a 

et ainsi y ( — e) devra s'annuler identiquement lorsque n 
sera un nombre impair. Pour arriver à une conclusion sur 
la réalité des autres racines de l'équation y(z) = o, for- 
mons (§ VI, 4) le produit des déterminants 



/[z)f{-z) = 



zd. 



11,1 



zd„,, 



... Un .u *~" Z 



*n,n 



eu posant 

et par suite 
et 



!/,•, = I (5,1)^ 






et par suite 



«^i.*=Q.i— ^i,*, 



de sorte que rf,,* -I- rf*,/ = o. On a par conséquent § ( VIII, 7) 



/i2)yi-^)_ 



z dx,, 

z 



di,\ 



I 



• • • ^\,n 



^J.n 



d,u\ ^n.-i 



=(r-')"-^(i-')°"'^'''"-' 



\ j 
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les coefficients des puissances de z étant positifs, d'après 

l'article cité. Donc, pour toute valeur réelle de z, la quan- 



• . r 



tité 



— î OU 



«" 



(H' 



suivant que n est pair ou impair, est positive, et par consé- 
quent/(z) est différent de zéro, 

10. Étant donnée une fonction homogène et entière, du 
second degré, de n variables Xi, Xt, . . . , a:„, 

V = 2 Oi,k^i^h OÙ ai,k = «*,ô 

on peut, au moyen de la résolution d'une équation du de- 
gré n, la transformer, par une substitution orthogonale dé- 
terminée, en une fonction entière et homogène de n va- 
riables, qui ne contiendra plus que les carrés des nouvelles 
variables (*). 

Démonstration, — Par les— ^ conditions exprimant 

que les produits deux à deux des variables disparaissent de la 
fonction transformée, la substitution orthogonale qui sert 
à la transformation se trouve déterminée (6). Or, dans la 
substitution orthogonale 

on a (5, II) 

J^i == Cl ,, or, -H . . -H Cn^i j?„ . 



C^) Caucht, Exercices de Mathématiques, t. IV, p. ijo. — Jacobi, Journal de 
Crelle, t. XII, p. i . — Le Besgub, Journal de Liouville, t. II, p. 357 • C'est sur 
cette proposition que repose analytiquement l'existence des axes principaux 
rectangulaires des lignes et des surfaces du 2^ degré, dont le centre est à 
une distance finie. 
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Si Ton doit avoir, par celte substitution, 
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2 ^''* ^' ^*=é^' y] -^g^rl 



SnX „9 



i,k 



il faudra que l'on ait, pour toutes les valeurs de Xi, 
X\y • • • » Xfi , 



',* 



et par suite 



"Hg'n(<^i,«^i +• • • "+" Cn^nXn) y 



En multipliant les équations 



gn ^i,H ^k,n 



^i,i =g'l^i,if|,iH-- • --hgnCi,nCi,ny 



S 



respectivement par Cj^j^, Cj^;t, . . . , c,,,*, et faisant la somme, 
on trouve (5, 1) 

Du système linéaire 
<?i,*«j,i -H r,,* (^i,,, — gk) 






= 



= O 



Ci.k^n^i 



C7,k «n,î 



-+-. . .-4-c„,*(««,„ g'*) = 0, 



il résulte enfin (§ IX, 3, et § VII, 5) 



^1,1 gk «i,a . • • Ot,n 

Oi,\ ûfî,a gk . . . «î,n 
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n,l 



A 



n,î 



= O 



. • • «f«,»i — gk 
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<fi(z) désignant le coefficient de a,^, — z dans le déter- 



minant 



/(*)= 



«1,1 2 ^1.2 . . . «.,/! 

fij.l «J.i Z . . . «2,11 



«/l,l 



f«,J 



• • • ^n.n^" ^ 



Maintenant, à cause de 






'n,* 



on a, pour déterminer les coedicients de la substitution 
orthogonale cherchée, 

= \/?.(5'*) : \^?^) : • • • : n/^T^) : N/?.(ér*) -+-•••-»- ?«(«'*)' 

Les quantités gi^ gi^- • •j gn sont les racines de l'équa- 
tion du degré n^f{z) = o. Aucune d'elles ne peut être 
nulle, car/* (o) est le déterminant (de Hesse) de la fonc- 
tion quadratique V, et l'identité^ (o) = o indiquerait que 
V serait en réalité une fonction de moins de n variables 

(§xm,3). 

L'équation f(z) = o ne peut avoir de racines imagi- 
naires ou complexes. En effet, en vertu des proportions 
précédentes et de l'équation 



^n.i ^n,k O , 



C\,iC{^li-\- C2,i C-i,k 



on a, pour chaque couple de racines gi , gi, , 

V'fl [gi) >J9i{gk)-h...'h )/<fn (gi) )/<fn (gk) = O. 

Si maintenant on avait 

gi=P-^^^~ cl v'(p,(^r.)=P, + Q,^— I, 



il exislerail une aulie racine gj^ = p — ^y — i, cl par 
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suite i/(fr (g() = Pr — QrV — '• D« là résulterait 

et la somme de pareils produits ne pourrait être nulle, à 
moins que <fr(Si) ne s'annulât pour r^i, 2, . - ., n. Or 
fr(z) est une fonction du degré n — i et de même nature 
que/(z); elle ne peut donc s'annuler pour z = gj que 
lorsque des fonctions de même nature et de degré inférieur 
s'annulent, re qui est impossible pour des fonctions du 
premier degré. 

Dans le cas où deux ou plusieurs des racines de l'cqua- 
lioD/(z) = o deviennent égales entre elles, la transforma- 
tion chercliée de la fonction V n'est pas complètement dé- 
terminée, parce que deux ou plusieurs lignes parallèles 

des co'efBcients de la substitution prennent la valeur -■ 

En effet, si gi est une racine double de l'équation y ( s) = o, 
on a, en vertu de l'équalion remarquée ci-dessus, 

ce qui s'accorde avec la condition qu'il faut développer, 
d'après le § m, 10,y'{g,) = o (§ XII, H). Les quanuiés 
91 {gi)i fî {gi)j- ■ • sont de même signe, puisque le produit 
de deux quelconques d'entre elles est égal à un cairé po- 
sitif {§ VII, 6). Leur somme ne peut donc s'annuler que 
lorsque chacune d'elles est nulle. Donc, dans les valeurs 
fractionnaires trouvées pour c,,i, C|,i,. . . , c„^,, les numé- 
rateurs s'annulent, ainsi que les dénominateurs. 

Remarque. — Par la transformation précédente de la 
fonction V, on reconnaît les maxima et les minima que 
présente la fonction donnée lorsque les variables sont assit- 
jetties à la condition 
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Comme on a alors en même temps 
il s^ensuit que 

^ = gt r] -^ gi y] -^ " '-^ gn y[ 
= gr*-*- (gi — «r*) J-' -f- . . .H- (g^M — gk) ri • 

De là résulte évidemment que V ne peut pas être plus grand 
(ou plus petit) que g^^ si g^ désigne la plus grande (ou la 
plus petite) des quantités gi^ gf^ . . . , g^^. La fonction V ob- 
tient cette valeur , lorsqu'on fait yi = o , j^j = o, . . . , 

jr;j = I , . . . , jr^ = o , c'est-à-dire lorsqu'on fait 

En traitant directement ce problème, on a les condi- 
tions 

dV d\ d\ 

à satisfaire, et l'on a 
dW 

et par conséquent 

Cette équation n'est autre chose que l'équation trouvée ci- 
dessus , 

«1,1 Ci,k -h fl/,2 Ta.* H- ... -h «/,„ C„,A = gk Ci,k, 

en remplaçant l'inconnue fi parg^^, et les inconnues Xi, 

11 . L'équation f(z) = o^ qui se distingue par la réalité 
de ses racines (lo), se présente dans plusieurs recherches, 
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par exemple, dans la détermination des axes principaux 
des lignes et des surfaces du second degré , dans la détermi- 
nation des axes principaux d'inertie d'un corps donné , dans 
le calcul des inégalités séculaires des planètes (Laplace, 
Mémoire de V Académie de Paris^ ^77^? t. II, pp. 298 et 
362). Lagrange a démontré la réalité des racines d'une telle 
équation pour le cas du troisième degré (Mémoires de 
V Académie de Berlin^ *7735 p« 108). Cauchy (/. c.) a 
démontré cette propriété pour le cas d'une pareille équation 
de degré quelconque. La réalité des racines pour cette classe 
d'équations a été démontrée d'une manière nouvelle et 
directe par Kummer (Journal de Crelle^ t. XXVI, p. 268 ; 
i^oir Jacobi, Journal de Crelle, t. XXX , p. 46), dans le cas 
du troisième degré, et par Borchardt (Journal de Liouuille, 
t. XII, p. 5o), dans le cas d'un degré quelconque. Sylvester 
( Philos, Mag, , 1 852, t. Il, p. 1 38) a donné de la même pro- 
priété la démonstration suivante, qui n est pas moins di- 
recte (*). 
Soient 

et 



/(^) = 



Ox,x — Z fl,,2 



^2,1 



a 



j.? 



• • • ^l,n 
2 • • • ^2,/i 



'n,l 



a 



n.» 



on aura 



f{^)f(-^) 






• • • ^i,n 
* • • • ^2,n 



bn. 



bn,i 



— Z' 



( *) A l'histoire de ce problème se rapportent encore les Notes de Sylvester 
{Philosophical Magazine, i853, t. Il, p- 21 4) et d'Hermite {Comptes rendus^ 
i855, t. XL!, p. 181). 



} 
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en posant, d'après la règle de la multiplication des déter- 
minants (§ VI, 4), 

et par conséquent 

^,^, = ûi^i ai,i -h . . . -f- û/,1, «i.n, 

^1.* = «iM ^*,. -h . . . -h «/,, «*,„ = ^*,/. 

Le déterminant/(z)/( — z), développé d'après le § IV, 4, 
donne 

chacune des quantités R,„, telles que 

^1,1 • • • ^i.m 



^«,1 • • • ^«,1 



étant une somme de carrés (§VI, 2). Par conséquent 
f {g V — /( — V y—î) est positif pour toute valeur de 

^; donc q s/ — i n est pas une racine de réquationy(z) = o. 
En posant déplus z=:|7-f-z', et changeant /(z) en 

F (a'), alors, pour la même raison, q ^ — i ne peut être 

racine de l'équation F (z') = o, et par suite p-^q \l — i 
ne peut être racine de Téquation /(5)=o. L'équation 
f[z) = o n'a donc que des racines réelles. 

§ XVI. — Surface du triangle et volume du tétraèdre. 

\ . Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques ;a:,j 
et ^1,^1 les coordonnées, parallèles aux axes, des deux 
points A et B; désignons par r, r^ les longueurs OA, OB, et 



-j 
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prenons, de plus, la surface du triangle OAB positivement 
ou négativement^ suivant que la rotation déterminée par 
l'ordre des points O, A, B, est ou n'est pas de même sens 
que la rotation qui sert à décrire les angles positifs. On a 
alors 

;r y 



2 OAB = rr^ sin tts 



j?i ri 



sin^(*). 



Démonstration. — Il résulte immédiatement, de l'hypo- 
thèse faite sur le signe de l'aire du triangle, que rr^ sin rt\ 
s'accorde aussi pour le signe avec 2 OAB. Mais on a (§ III, 2) 



r^ r\ sin^ rr^z=. r^r] 



I , ces rr, 

ces rry y I 



rr , rr^ ces rr^ 

rr^ cos rr^ , r, r, 



Or on trouve, au moyen de la projection orthogonale. 



r cosxr=:x -hjr cos.r>', 

r cosyr = a: cosorr "*~r y 

r =: .r cos xr -^ jr cos jrr, 

r 

r, cos rr, =r x, cos j: r H- /, €0§ /r* 

La règle de là multiplication des déterminants (§ VI, 1 ) 
donne 

X (x-\'jrcosxjr)'jrf (xeosxy-i-x), x (j:, -hj,cos«7) -i-j (jr.cosx/H-^,) 
'Sx{x'ifycohxy)-^y,[xco^xy'>fy), x,[x,-\-y^ço%xj)^y\x,co%xy -^y,) 

X y 

•r, ri 

X y 

^1 Ji 



X -f-jcosa:j>*, X co%xy '\' y 
Xt-^ficosxy, x^cosxy-i-yi 



X y 



, cosxy 



cos xy, 



{* ) Cette formule est conteulie dans un théorème de Varignon {Mém, de 
Paris, 17 19, p. 66). Elle a été donnée sons sa forme actuelle par Monçe, 
Journal de l'École Polytechnique, XV® cahier, p. 68. C'est sur elle qu'est 
fondée la formule pour la surface d'un polygone, que Gauss a insérée dans 
les Additions à la traduction de la Géométrie de position de Carnot par Schu- 
macher. Ou' en trouve une démonstration géométrique rigoureuse dans la 
Siatique de Mœbius, $ 35. 

12 
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De là résulte, e étant égal à -4- i ou à — i , 



rrt sin rr^ = g 



'^ y 



51 n xy. 



Lorsque y et x^ sont nuls, r se change en or, Tj en y,. Par 
conséquent e = i . 



Remarque. 
point A, on a 



Si le point 6 est infiniment voisin du 



En désignant par 6 l'angle jtrr, on a 



2 0AB=: r^(lO = 



en appliquant le § III, 4. 



-a: , J 


a 


X y 


j: H- ^j:, j -^ r/j 


sm xy 


dx dy 



sin xy 



5. Par 5i>ifi5 de V angle solide (trièdre) formé par trois 
directions x^y, «, on entend, d'après v. Staudt (Journal 
de Crelle, t. XXIV, p. ^i&Ss), le facteur par lequel il faut mul- 
tiplier le produitdes arêtes qui aboutissent à un sommet d'un 
parallélépipède, pour obtenir le volume du parallélépipède. 
En désignant ce facteur par sinay^, on a, comme on sait, 

X\ . . . /^ 
%\ïïxyz = ^\nxy sin a:/, z = smxy^uixz svaxy^ xz^ 

3cyy z et xy^ xz désignant les angles que fait le plan xy avec 
la direction « et avec le plan xz. Par analogie avec l'équa- 
tion 



siïvxy = 



I cos xy 

cosxy i 
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on trouve 



I cos^^ cosxz 

sin'.r/z = 1 cosxj i cos^z 

conxz cos/a I 

I — cos^j:/* — cos'xz — cos'j'^-4- 2cosa:jcosjrzcosjz 



'79 



, . XY-^xz-^rz . — xr-|-jrz-f-r2 . xr— .«z-hrz . .rv+xz — yz 
=r 4 Sïn -^^^ ^^ sin ^^ sin -:^ — ( :^ sin -=^— — 

2 2 2 2 

Démonstration, -r— De Téquation 



1 



sm xxsinxzcosxf , x« = cosyz — cos xj^ ces .rz, 
îl résulte • 



sin'xjrz — 


I — 

COSJZ — 


-cos^xy , 

•COSXJ.COSJTZ, 


COSJIK - 

I — 


-COSX/COSXZ 

- cos^orz 




• 


I > 


COSXJ COSX)^ , 


COS xz — COS xz 


• — 


rosxx, 


I — cos'.rj , 


cos/z — COS xy cos .rz 





cosxz, 


Gos^z — cos xy cos xz, 


I — cos'xz 




I 


COSXJ COS.rs 




/ 


— 


cos xy 


I cos/z 


5 


^^ 


• 


cos xz 


COSJZ I 









en appliquant les principes du § II, 6 et du § III, 4. Ce 
déterminant, développé d'après lé § V, 2, donne la formule 
due à Euler {Noi^, Comm. Petrop., t. IV, p. i58), et cette 
formule se transforme aisément, comme on sait, en un 
produit (Legendre, Eléments de Géométrie, Note V). 

3. Lorsque l'on a à considérer plusieurs tétraèdres et 
leurs angles solides, il faut distinguer les cas où ils sont de 
même sens ou de sens contrs^re. ' Le sens des figures dans 
l'espace n'étant pas changé par une translation parallèle, il 
sufGt de comparer les angles solides dont les arêtes oc, j-, z 
et r, Tj, r, partent d'un même point O. Si les directions 
de ces afêies (et non. lés directions opposées) rencontrent 



12. 



r 
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la sphère, décrite du centre O avec le rayon 1 , aux points 
X, Y, Z,^R, R,, Rj, les angles solides xyz et rr^r^^ ainsi 
que les tétraèdres OXYZ et ORR^R,, seront ou ne seront 
pas de même sens, suivant que 4es triangles sphériques XYZ 
et RRi R,, vus du point O, seront ou ne seront pas de même 

sens. Dans le premier cas, sinxyz'^ smxysmxy^z et 

sin/rjr, =; sin/Tisin/ri,/', seront de même signe, parce 

que, dans des angles solides de même sens, sin^yi et 

./\ . . . ' . 

sin/Tj, r, doivent être de même signe ou de signe contraire, 

selon que sina^ et èin rr,, seront de même sigi^ ou désigne 

contraire. Dans le* second cas, ces mêmes quantités sont de 

signe contraire. 

.4. Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques^ 
{x^ jTy 2), (xi, /i, Zi), (Xi, j,, 2,) les coordonnées des 
points A, B, C, et désignons les distances QA, OB, OC 
par r, ri, Tj. Enfin prenons le volume du tétraèdre OABC 
positivement ou négativement, selon que sinrr,r8 sera pris 
positivement ou négativement. On aura 



6OABC = rr, r\ sin rr^ r.^ = 



jn 


X 


z 


X, 


r. 


Zx 


^2 


X'i 


Zj 



sinxyz (*). 



Démonstration. — On 3(2) 

I 
r- r] r] sin' rr, r^ t= r* r J r 



cosrr, CGsr/-, 

CCS rr, I ces r, Ta 

cosrr, cosTira i 
rr rri cosr r^ r r^cosr r, 

rr, ces /r, * r, r, r, rj ces r, r^ 

rr-x ces rr-i r, r^ ces r, r, rj /'s 



(*) LagrangEi ^uv les Pyram., \l[ {Mémoires de l'Académie de Berlin^ '773» 
p. 149). — MoNGE, loc. cit, — MoEBius, Statique^ §63. 
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Or on a, par la projection orthogonale, 

rcosxr = x -|-^ cos.rj -+- is cos^z = X, 

rcos/r == X ces xy -k- y H- z cos^z = Y, 

rcoszr = x ces xz -\-y cos j« -\-z == Z, 

r = X to^àcr -+- ^ ces j^r -h z coszr, 

r, cos/7r= :c,cosxr-l- j,cos r'' -h 2,coszr, 

etc. Si l'on désigne par Xi, Yi, Zi les quantités analogues 
relatives à Xi, /i, ^i ; par Xj, Y», Z, les quantités ana- 
logues relatives à aT), )^s, z,, on a 

rrrr.rX -hjY -hzZ, 
rr, cosrr^ = x, X -I- j, Y -h z, Z 
= jpX,H-jY, -hzZ„ 

etc. Par conséquent, en appliquant le théorème du § VI, 1 , 
on a, au lieu du déterminant ci-dessus, le produit 



x y z 



X Y Z 




a: / Z 




.r jr 2 




X, Y, Z, 





^l /• ' 2| 




^1 ri ^1 




A.3 x -j iL)2 




jr, j, 3-, 




x^ y-, z. 





I cosjt^/ cosorz 

COSJ:/ I COS^Z 

cosxz cos^s I 



rr, Tj sm rr, r^ = fe 



Donc, en désignant dt i par e, 

:c r z 

X, j, ;é, sin.trjz. 

. ^1 y 7 fZj 

Si, parmi les coordonnées des points considéré^, x, /i, z, 
sont seules difiérenles de zéro, toutes les autres étant 
nulles, alors r coïncide avec a;, r^ avec j", r, avec z^ et le 
déterminant se réduit à son terme initial (§11,7). Par 
conséquent e = i. 

Remarque, — Au moyen des théorèmes (1) et (4), on 
peut interpréter géométriquement les plus simples des iden- 
tités établies au § UT, 11 . 



*^'~i 






f: 



• v tl 






^ 



à 
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5. Soient donnés les points A, B, C par leurs coordon- 
nées (x^ y)j (jCTi, ji), (a:», jr^)^ rapportées à deux axes 
tracés dans*le plan ABC. On a 



2ABC = 






sin xjr (•).• 



Démonstration» — Par rapport à un' système d'axes mené 
par Torigine A parallèlement aux axes donnés, les coor- 
données des points B et C seront (xi — x^ y'i'^^x)^ 
( Tj — X, y^ — y) ; on a par suite (1 ) 



2ABC = 



•«^1 — •''» ji — r 

* 

'Vi — Xy ji — y 



sm xy. 



En appliquant ce qu'on a vu (§ II, 5 et § m, 4), on trouve, 
au Heu de ce déterminant, 



X — X, y —7 

^■x — •^, ji — y 

jCi Xy yi -^ y 



I X y 

I X, 7, 

I x-i y-i 



Remarque. — Toutes les fois que dans la formule ABC 
on permute deux lettres , la surface du triangle change de 
signe. Effectivement, le déterminant des coordonnées 
éprouve un changement de signe par la pernlutation de 
deux lignes horizontales (§ II, 4}. Par le développement 
de ce déterminant, on obtient Tidentité connue 

ABO = OBC H- OCA H- OAB. 

Pour exprimer la conditicîn que A soit situé sur la droite 
BC, c est-à-dire pour l'équation de la droite passant par B 



( '^ ) Cette formule connue a été donnée sous celte forme par Cayley» Cam- 
hrige Math» /ourn.t t. U, p. 268, et par Joachimsthal, Journal de Crelle, i. XL, 
p. 23. 



J 



1 


X 


y 


1 


X, 


yt 


I 


«2 r-t 
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et C , on trouve , à cause de ABC = o dans ce cas , 



= o. 



6. Si les points A , B, C, D sont donnés par leurs coor- 
données relatives à trois axes (:r, y^ z)y (xi, ja z^)^ 
(x,,/,, ^,), (xs, jj, Zj), on a 

l X y z 

I ^1 Xi Zy 

I Xi y^ ^2 



6ABCD = 



sin xyz (*). 



Démonstration, — Si Ton mène par A un système d'axes 
parallèles aux axes donnés et de même direction , les coor- 
données des points 6, C^ D par rapport à ces axes seront 

(o:, — x,/!— j, z^ — z)^ (x, — x,y,— j, 5Î8 — z),etc.^ 
par conséquent on a (4) 



6ABCD = 



^1 — «^j X\ — y y 2i — ^ 

X., — X, ^2— r> «2 — z ûnxyz. 

,X^'-X, 7, 7, Z3 — z 

En appliquant ce qui a été vu (§ II, 5 et § UI^ 4), on 
trouve, pour la valeur du déterminant multiplié par 
sin xyz , 



1, X — Xy y — y y z — z 

I , j?i — Xy yi — y^ Z| — — z 

I , JTj — X, /, — J', Zî — z 

I j «^3 — Xy y^ — y y Zi — z 



\ X y z 

1 a:, 7, 2, 

* ^2 7 2 Z2 

I «^3 ^3 ^3 



Remarque» — Lorsque dans la formule A6CD on per- 
mute deux lettres, le volume du tétraèdre change à chaque 



(*) CayLEY, loc.cit, — JOACHIMSTBAL, /oc. eu. 
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fois de signe, ainsi que le déterminant qui entre dans son 
expression. 

La condition pour que Â se trouve dans le plan BCD, 
et par suite l'équation du plan BCD, est ABCD= o , c'est- 
à-dire 

i X y z 



ï ^3 ^'3 ^-^ 



= o. 



ou , en développant , 



J^l Jl 2| 




I JTi -1 




I X, z, 




l ^1 Jl 


X^ JT-i Z3 


X 


i r-2 Z.J 


-+-r 


I JC2 Z-i 


— ~ »» 


I X, y. 


J^3 73 ^3 




I Ja Z3 




I X3 Z3 




I ^3 rs 



o 



dont on aperçoit immédiatement la signification géomé- 
trique. 

7. La .position du point P par rapport au tétraèdre 
OABC est déterminée par les rapports des tétraèdres 

OBCP : OCAP : oabp : oabc = p, : /*, : p, : i (♦). 

Soient, en effet, {j^i,yi, ^i), (a:,, y,, 2?,), (x», j,, z^)^ 
(x,/, x) les coordonnées de A, B, C, P par rapport à 
trois axes passant par O. On a (4) 



= f*.V, 



et ainsi de suite. 

Eu développant ces équations, et désignant par^i, rii, 
^,,. . . les coefficients de Xj, ji, ^i^. . . dans le détermi- 



X, X2 h 




^1 Ji 2i 


^3 X^ ^3 


— f*. 


^2 X'^ ^- 


X X z 




•^3 J^3 ^3 



( * ) LagiungEi Sur les TPjiam.f 28 
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nant 


V, 


il 


vient 






# 








Çi^ 


-^ritjr 


-|-;.2 


f«.V, 


(I) 






Çj.r 


4- ïl^r 


H-Ç^z 


= (*.V, 








• ÇaJ: 


-+->l3j" 


-f-ÇaJZ 


-f*aV. 
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Orona(§m,l) 






etc. Par conséquent 



(II) 






Pour déterminer le rapport PABC : O ABC = /x , dévelop- 
pons le déterminant 

i X X z 

I ar, j, 2, 

c'est-à-dire (6 et 4) , 





^i Xs ^1 




J?i JK2 2ï 




^i ÏZ ^3 




«^1 ^1 ^t 


— 


"^2 ^a ^2 





^3j^3 ^3 




^1 /l 3| 


— 


•^2 J^2 Zj 




•^3 ^8 *S 




X y z 




^ / 3 


• 


■r 7 2 



(III) 



PABC = OABC — OBCP -^ OC AP — OABP , 



De là résulte > a, &, c, ésf étant des quantités quelconques, 

« -h ftjc -h c/ H- rfz := ^a -h /A, (a + hx^ H- c/, -h rf^i) 

4- fA2 (« -4- ^J?2 H- c/î -+- ^^2) 
pt3 (a -h èjTa 4- *^yz + ^3). 



Pour trouver la signification géométrique de cette équation, 
concevons le plan qui a pour équation 



^ 



a H- hx' -h cV -^ dz' ■= o. 
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Si ce plan est rencontré par des parallèles aux z , menées 
par P, O, A, B, C, aux points F, O A', B', C, et que Fait 
pour coordonnées x, y^ z', on aura 

Éf -^- 6.r -+- rj -4- rfs' = G , 

a -h bx-\-cx -^ dz z= d{z — z^) = 4 .1^'Py 

etc. On a par conséquent T équation 

(IV) P'P = fx . O'O -H fx. .A' A H- fx, . B'B -h fx, . C'C (*), 

oùlon peut entendre par F, C, A', B', C, lés intersections 
d'un faisceau quelconque de parallèles , menées par P, O, 
A, B, C, avec un plan quelconque. Par suite on voit que P 
est le centre de gravité des masses /ut , |«i , fx, , juij , placés en 
O, A , B , C , et dont la somme est égale à l'unité. 

8. Soient Al, Bi, Ci les milieux de OA, OB, OC; le té- 
traèdre OABC sera partagé en deux parties équivalentes 
par chacun des plans AiBC , ABiC , ABCi , et le centre de 
gravité P du tétraèdre OABC se trouvera sur chacun de ces 
plans médians , de telle sorte qu'on aura 

A,BCP=:o, AB,CP = o, A?C,P = p. 

Al ayant pour coordonnées ^-Xi , y/i , j^i , ou a (6) , d'a- 
près les notations précédentes, 

I ^2 J2 «a 

= O. 

I ^3 Xz ^3 

i X y Z 



(*) PeubrbacB) Untersuchung der dreieekigen Pyramide, p. 5. — Mobbiu», 
Uaryc, Cale. y cap. i . Les quantités fi, /t,, /ut,, /w, soat les coordonnées bary- 
centriques ( coefficients coordonnés ) du point P par rapport à la pyramide 
fondamentale OABC, selon Mœbius et Feuerbach . 



J 



I 

* 



APPLICATIONS DES DÉÏE^MIÏIANTS. 187 

etc. Par conséquent 

fA, -h 2p. -h ^3 = I , 
pti 4- pi2 H- 2 fx^ = I , 

d'où Ton lire 

I 

fA, — fX2=0, fA, — ^3 = 0, p, = f*., =r ps = y 



Donc a = y> et Von a 

4 



Xi -h x-i -{- .X3 " JTx-^ X^-^ y^ 2iH-2j-h23 
x= ^ , r=— ^ . 3= ^ , 

c'est-à-dire que le centre de gravité d'un tétraèdre est le 
sommet commun de quatre tétraèdres équivalents, ayant 
pour bases les faces du tétraèdre , et aussi le centre de gra- 
vité de quatre niasses égales, ayant leurs centres de gravité 
respectifs aux sommets du tétraèdre (*). 

9. Etant données les équations des côlés d'un triangle 
par rapport à un système de deux axes, on trouve la surface 
du triangle de la manière suivante (**). Soient 

les coordonnées des côtés, c'est-à-dire, supposons que, 
pour chaque point du premier côté, ayant pour coordon- 
nées /?, ^, on ait a-f- ijKi-H c^ = o, et de même pour 
les autres. Les coordonnées des sommets (pc^y)^ (oc\',y^', 
(^t'i Yt)^ îivec les trois quantités auxiliaires /7,/9i, /^s, sont 
déterminées par les équations 

a -^b x-^'Cy=.pt « -4-^ a;, -f-c 71 = 0, a -^ ^ .rj4-£? j^2=o, 

( *) Lagrange, Sur les Pjrv., 3i-35. 

(**) JoACHiMSTHAL, Joïiinal de CrellCf t. XL, p. 23. 



^ 
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lesquelles expriment que le point (^, y) est situé sur la 
deuxième et sur la troisième droite, mais non sur la pre- 
mière, etc. On a, par le § VI, 1 , 



p 




abc 




1 .r y 


/?, G 


= 


a\ ^1 c^ 




I J?i Ji 


/>2 




a-i bi C3 




1 ^iXt 

i 



Des trois premières équations, il résulte (§ IX, 3 ; § III, 3) 



a — p b c 
Ci 6, c, 

a^ b^ Cl 



= o 



abc 




p b c 


fl, bx c, 


— 


/>, c, 


a^ bi Ci 




^2 <?2 



= o. 



en désignant par R le déterminant des coeflScîents des 
droites , et par a le coefficient de a dans ce déterminant. On 
a d'une manière analogue 

R — /?iai = o, R — ^2 «2=0. 

Par suite, il vient (§ II, 7) 

I .r j 



p o o 
o px o 
o o Pi 



= ppxp,:=^ 



R^ 



aoC| oLi 






R' 



ocai 0C2 



et par conséquent le doubla de la surface cherchée du 
triangle a pour valeur 

R2 sinjjj 

-^— ^-~^^^^— ^— ^— . 

ÛCOCi OC2 

Après avoir calculé, par les formules connues, les hau- 
teurs du triangle, c'est-à-dire les distances des points 
( Jtr, j^) , (xi , Y^y (oTa î y%) à la première, à la deuxième, à 
la troisième droite respectivement, on obtient les côtés du 
triangle en divisant par ces hauteurs le double de la surface 
que Ton vient de trouver. • 
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Si le déterminant des coordonnées linéaires s'annule 
sans que deux lignes horizontales soient composées des 
mêmes éléments, alors les trois droites passent par un 
même point situé à une distance finie. • 

10. Etant données Jes équations des faces d'un tétraèdre 
par rapport à un système de trois axes, on trouvera le vo- 
lume'du tétraèdre de la même manière qu'on a trouvé la 
surface du triangle au moyen des côtés (*). Soient 

ë 

les coordonnées des faces, c'est-à-dire supposons- que pour 
un point quelconque de la première face ayant pour coor- 
données /7, q^ r, on ait a -h bp -h cg -i-' dr = o ^ etc. 
On déterminera les coordonnées des sommets (Xj y^ 2), 
(j:i,Ji, Zx), (oTi, Jj, Zx)^ (xj, /s, ^s), av^c les quan- 
tités auxiliaires /?, /?i , p^^p^^ par les quatre systèmes, de 
quatre équations chacun^ 

^a -{- bx -^cy H- dz =/? , 

«I -h ^t ^ -h ^1 r -+■ '^i 2 = o> 
«j -f- ^2 X -r Cj j -|- f/j 3 rr o , 

etc.,. lesquelles expriment que le point (x^y^ z) est situé 
sur le deuxième, le troisième et le quatrième plan, et non 
sur le premier, etc. On a (§ VI, I), 



I 



'•s 



p 
















P^ 








_ 








P^ 
















P^ 





a h c d 
Oi bi c, di 
a-i b^ c-i d-i 



«3 ^3 <^3 ^3 



\ X y z 

I X, y, z, 

I «^2 yi Zj 

ï "^3 y-i ^3 



( * ) JpACHIMSTHAL, loC cit . 






J 



igo • SECONDE PARTIE, § XVH. 

Du premier systèiue de quatre équations on tire 



a p 


b 


c 


d 


«• 


b, 


Cl 


d. 


«2 


b. 


Ci 


d. 


Oi 


b. 


^3' 


d. 



= 0, R — pa==o, 



R étant le déterminant des coordonnées superficielles, et 
a le coefficient qui multiplie a dansR. On a semblablement 

R — />|a, =0, R — piOL2 = o, R — /?3a,±=o, 

et par conséquent 



• 


1 


.r 


r 


z 




R* 

1} D n n — 


I 
I 






2| 


R^ 


r r^ fi fi — » 

a a, aj «.-, 


a a, a, aj 




I 


•^3 


73 


Z3 





et le sextuple du volume cherché du tétraèdre (6) aura 
pour valeur 

R' sin .vyz 

De là on peut, au moyen des hauteurs du tétraèdre, dé- 
duiVe les aires de ses faces. 

Si le déterminant des coordonnées superficielles est nul, 
sans cpie deux lignes horizontales de ses éléments soient 
idenfîques, les quatre plans passeront par un même point 
situé à une distance finie. 



§ XVII. — Sur les produits de surfaces de triangles et 

de volumes de tétraèdres, 

1. Soient x^jr^ r, r, des directions quelconques dans un 
plan, et supposons que les angles positifs entre ces direc- 
tions soient* décrits par des rotations de même sens. On 
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*9« 



aura 



smxvsinrr, = 



cos-rr cosyr 
cosxr, cos^r, 



Démonstration, — On peut, sans altérer les angles, 
faire partir les directions données d'un même point O. Pre- 
nons sur les directions r, ri les segments positifs OA = r, 
OB=: Tt, et soient (x^y)^ (Xi ^ji ) les coordonnées des points 
A, B pac rapport aux axes x, y. On aura (§ XVI, \ ) 



rry sin xy sm rr, = 



JT, J, COSX^ I 

X -^^ y ces xjTy X ces Xjr -\- y 

J^i -h Xt CCS JTjr, -î^i cos xy-^ y^ 
r cosxr, r cosyr 
r, ces xr, , r, cos/r, 

d'où résulte (§ III, 2) la proposition énoncée. 

2. Les triangles AA| Ag et BBi Bj étant situés dans un 
même plan, si l'on pose 

A A. .BB* . ces \ AA, , BB J = r, j; , 



on aura 



4AA. A, BB.B, = 



^\7 ^ii 



r. 



Démonstration. — Posons A A i = jt:, AAj = y, HB, 
BBj = /'i ^ il viendra (1 ) 

4 AA, A, . BB, Bî = xyrn sin xj sin rr, 

^r cos.rr, jr cosj^r 
xr, ces xr, , y r, ces yr, 

Le produit c,,n n'est pas ambigu, comme il pourrait le 
paraître. Déterminons arbitrairement les directions posi- 
tives des drpites AA, et BBji, c'est-à-dire les directions sui- 



! 






■ i.Wj 



J 






il 



M 



iï 






■■1 
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vant lesquelles les distances doivent être comptées positi- 
vement sur ces droites. *Par là les facteurs eos(AA/,DBj, 
A A, , BB; prennent des signes déterminés. Si l'on avait pris 
la direction positive d'une droite, par exemple, de AA,, 

dans le sens opposé, l'angle \A A, , BB^j aurait varié de i8o®, 

et par suite cos ( AA^ ,BBit/ aurait changé de signe, en même 
temps que la distance AA/. ^ 

3. Si les plans des triangles AAi As, BBi Bs font entre 
eux l'angle (p, on a, d'après la notation précédente, 



4 A Al A2.BBiB3.cosf = 



Cl 2 Cj2 



Démonstration. — Soit NNiNj la projection orthogo- 
nale de BB, Bj sur le plan AAi Aj ; on peut appliquer au 
produit 4AAiA2,NNiNa le théorème précédent. On a 
alors, d'une part, 

]SN,N2=BB,B2GOs<|., 
et d^autre part 

A A, . NN, . cos ( A A, , NN.) = AA, . BB, . ces (aa, , BB,/ , 

etc., les projections orthogonales de NN, et de BBi sur la 
droite AA, étant identiques. 

Le produit 4 A A, A j . BB, Bj . cos y n'est pas ambigu, non 
plus que le déterminant que l'on a trouvé pour sa valeur. 
Ayant choisi à volonté le sens positif dans chacun des deux 
plans, c'est-à-dire le sens dans lequel on doit compter posi- 
tivement les angles et les surfaces, on en tirera les signes des 
triangles AA, Aj, BB, Bj, et alors on entendra par (f l'an- 
gle que doit décrire l'un des plans pour que les triangles 
positifs dans les deux plans se trouvent de même sens. Si 
l'on change le. sens positif dans l'un des plans, deux des 



^4^ 



I 

l 
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facteurs du produit changent de signe, savoir, le triangle 
et cosy, Tangle <f variant de iSo*'; donc le produit ne 
change pas. 

4. En désignant par x^ j^ r, r^ des directions quelcon- 
ques de Tespace, on a 



sm xjr sin rr, ces xxjr^ rr, 



[xfy rrj = 



(*). 



CCS jcr cosjrr 
cosjfr, cos/r, 

Démonstration. — Faisons passer les directions don^ 
nées par un même point O, et prenons sur ces directions 
les distances positives OC = x^ OD = y, OE = r, OF == r, ; 
on aura 



.Tyrri sin xy sm rr^ cos 



[xx,rr,) = 



xr cosj:r, yr cosyr 
xr^ cos xvs, , jr, cosj^ri 

d'où, en supprimant le facteur commun ccyn\ , on tire la 
proposition énoncée. 

Remarque, — Pour démontrer la vérité de cette même 
proposition relativement à quatre plans quelconques (**),4l 
suffit d'appliquer la proposition aux normales positives de 
ces plans, ou, ce qui revient au même, à la figure po- 
laire du quadrilatère CDEF considéré ci-dessus, en suppo- 
sant les points C, D, E, F situés sur une sphère décrite du 
centre O. Cette sphère sera rencontrée en un point par 
rintersection de deux plans prise dans une direction choisie 
arbitrairement, et sera rencontrée par chaque plan suivant 
un grand cercle d'un sens déterminé arbitrairement, sans 



{*) Cette proposition, qui comprend les propositions précédentes trouvées 
par Von Staudt, a été étabUe pour la première fois par Gauss (Disg. gen. 
circa superf, cun-as. II, 6) ; puis elle a été reproduite par Von Staudt, Jour^ 
nal de Crellcy t. XXIV ^ p. aSti, et en dernier lien par Cauehy, Exercices 
d'Ànalfse, t. IV, p. 4' • 

{**) JoACBiMSTHAL, loc , cit.y p. /|4, a douué une démonstration analytique 
de ce corollaire relatif à la figure polaire. 

l3 
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que le produit dont la valeur est donnée par le détermi- 
nant présente une ambiguïté de signe* 
5. Des équations 

( ^ \ 
sm rs sm tu ces \rs^tu)=z cos rt cos su — cos st ces m, 

• . • ( ^ \ 

sm 5^ sm ru cos \^ ^^ , ru j = cos sr cos tu — cos frcos su y 

sm tr sm su cos \tr,suj=: cos ts cos ru — cos rs cos tu^ 
on tire par addition 

\rs, tu) 4-sm Jfsmrttcos^^r, ru) 
sin tr sin 

à cause de cos «r = cos r/, etc. Dans ces équations, il faut ob- 
server que sin r^ = — sin5r, cos \rs , tu) =• — cos (^r, tu) y etc. 
L'équation correspondante (*) entre les angles de 
quatre plans et les intersections opposées de ces plans sera 

I sin rs sin tu cos 77, -|- sin st sin ru cos aa^ 
^ ^ ■ -J- sin ^r sin su cos ppi = o, 



. . .sin rf sin ^11 cos 

^ ■ ( "^ ) 

iia su cos \trj su) =zzo, 



en désignant les intersections rs^ st^ tr par y, a, /3, et les 
intersections /m, ra, 5tt par y^ «i ^ /3i . 

On a de même, pour quatre points A, B, C, D, 

J AB.CD.COS77, 4- BC.AD.cosaa, ^^ 
('") 1 ^CA.BD.cospp, = o, ^ '' 



AB, BC, CA, désignant des segments pris sur les droites 
y, a, |3, et CD, AD, BD des segments pris sur les droites 
yi ? ofi 9 (3i . On a, en effet, 

AB cos 77, = AD cos a, 7, 4- DB cos p, 7, , 
BC cos aat = BD ces p, a, -h DC COS7, a, , 
CAcospp, = CD cos 7, p, 4- DAcosa, p.. 

1„ — I 

(•) JOACHIMSTOAL, loc. cii . 

( ** ) C^RNOT, Mémafire sur la relation qui existe, etc , 27 . 
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En multipliant ces équations respectivement par CD, AD, 
T3D, et faisant la somme, on obtient la relation énoncée, 
puisque Ton a AD = — DA. et cos |3i«i = çosa,|3i , etc. 

Les équations (II) et (III) ne diffèrent pas essentiellement 
entre elles, comme l'a remarqué Joachimsthal (/. c). On a, 
en effet, en ayant même égard au signe, 

.«^-x 2 ^^ • _ sin(ABC,ABD) 

ABCD = ~ ABC . ABD ^^ -^ ■- y 

6 AB 

puisque désigne la hauteur du triangle ABD par rap- 

2 ABD . / /^^ \ 
porta la base AB, etparconséquent— r=-— -sin^^ ABC, ABD/ 

la hauteur de la pyramide ABCD par rapport à la base ABC, 
si l'on suppose que, pour un observateur dont la direction 

de haut en bas serait AB, l'angle ( ABC , ABD/ et l'angle 
solide formé par AB, AC, AD soient de même sens. On 
a de même 

sin(cDÀ,CDB) 



") 



GDAB = |CDA.CDB. ^^ 

3 CD 

d'où il résulte, en multipliant, 

2 4 « sin rs sin tu 

ABCD =~P- .p pn ' 
9 AB.CD 

en désignant par r^ s^ t^ ii les plans respectivement opposés 
à A, B, C, D, et par P le produit des surfaces des triangles. 
Le sens positif de chaque plan est ici déterminé de telle 
manière, que le triangle situé sur ce plan soit positif; les 
angles dièdres positifs sont décrits tous par des rotations 
de même sens. Une permutation circulaire de A, B, C, ne 
fait subir à P aucune altération; on a donc encore 

sin tr sin su 



* *, 



— —a 4 p ^^"^ ^^ s*" '''^ 4 p 

i3 
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d^où 



SECONDE PARTIE, § XVII. 



— 5 



. 9 ÀBCD sio rs sin tu sin st sin ru sin tr sin ^« / * x 

^ ^ 4P ~ AB.CD "~ BC.AD 7 CA.BD ^ '* 

On voit par là cominent les équations (II) et (III) peuvent 
se déduire Tune de l'autre. 

6. Si Xy j, Zy r,' r, , r, , sont des directions quelconques 

dans l'espace, on a 

cosxr cosyr cos zr 

ces arr, cos^r, cos zr, (**). 

cos jrrj cos j^r, cos zr^ 



sin JJj» sin rr^ r, = 



Démonstration. — Faisons passer les directions données 
par un même point O, et prenons sur ces directions les seg- 
ments positifs O A = r, OB = t\ , OC = r, ^ soient ( x, j^, z ) , 
(Xi, j^i, Zx)<i (Xf, Jty Zt)^ les coordonnées des points A, 
.B, C par rapport aux axes x,y, z. On a (§ XVI. 4) 



rr, Tj ^mœyz sin rr, fa = 



X y z 




Xx X\ 2| 




^2 J2 «2 





I cos j?j cos xz 

cos jc/ I cosyz 
cos 0:2 cos J^Z 1 



X -f-y cosary-+-z cosxz, x cosxj-f-^-+-« cosj^z, jr cosarz H-ycos/z-l-2 

^i-f-/|C0SXJ-hZ, CO^XZyXx COSar/-hj,-|-2,COSJ«, X, C0Sarz4-ri C0SJ2+2i 

'à^j-h/ïCOSJPX+ZîCOSarz, .r, cosx/H-jj-hZjCOSjz, arj cosxz-f-Jî cos/M-«i 

r cos «r r cos^r r cos zr 
Ti cos xr^ r, cosjr, r, cos zr, 
X, cos xr, Tj cos jrj r» cos zrj 

d'où, en supprimant le facteur commun rr^ r^, on conclut 
la proposition énoncée. 



( * ) Brbtscbiiwdbr, Géométrie, § 677 . 

( **) Von Staudt, loc. cit . Le cas particulier où le système x, /, g est or- 
tho{;onal, et où par suite sin xrz = db 1, a été traité déjà par Gauss, loc. cit. 
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7. En désignant par Ci^i le même produit de segments 
que ci-dessus (2) , on a 



36 AA| A3 A3 « BlBi Bg B^ = 



^11 ^Jl ^31 
t*|2 €-27 ^32 
C|3 ^23 Cj3 



(*)• 



Démonstration. — En posant 

AAi=:j?, AA2=j^, AA3=z, 
BB, =r r, BBi = /"i ^ BBs = #^, 
il vient (6) 

36 AA, As A3 . BB, B, B3 = xy-zir^ Tj sin xyz sin rr^ r.^ , 
xr cosjrr, jrcosj^/", «rcoszr 

xri CCS xr, , /r, cos/r, , «r, ces zr, 

xrjcosjrrj, //»sjCOS/rj, zr,cos2/*2 



8. Les déterminants 



■ cosx/' cos/r 
ces jrr, cos/r, 



cosjrr cos^r cosz/' 
ces arr, cos./r, ces zvx 
ces arz-a cos/r, ces zrj 



ont^ en vertu de leurs valeurs trouvées (1, 4, 6), la pro- 
priété remarquable de n'éprouver aucun changement, lors- 
qu'on fait varier d'une manière quelconque la position rela- 
tive des angles xy^^rr^ d^une part, et des angles solides 
xyz^ rryi\ de l'autre, pourvu que, dans le premier cas, 

l'angle dièdre \xy ^ri\) conserve sa grandeur (**). 

9. Au moyen de l'équation (6) , on^ peut calculer la dis- 
tance de deux droites dans l'espace, données de position par 



C*) Von Staudt, loc. cit. Dans le cas où le second tétraèdre n'est pas 
différent du premier, alors on a c^^ = Cf^i, et Ton obtient la formule de La» 
grange (Sur les pyr*^ i5), et de Legendre {Éléments de Géométrie ^ 
Note V, 7). 

( ** ) Cauchy, Exercices d'Analyse^ t. IV, p. 5i . 
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rapport à un système d'axes quelconque a:, j, z. Soient 
[x^.jx, -Z,), (x,,x,, za) les coordonnées des points A 
et B-, soient données les directions r, , r^ des droites A A', 
BB' au moyen de leurs angles avec les axes, de sorte que 
Ton puisse calculer l'angle r^ /', . Désignons par r la dis- 
tance AB , dont les projections sont Xt — x^^ ft — Ji ? 
z^ — 5r, , et par d la distance cherchée des droites A A', BB . 
Tirons enfin AC dans la direction r,, et prenons AA', AC 
égales à l'unité de longueur. On a 



6 AA'CB = ^sin r, r, = rsinrr, Tj, 



et par suite 



^sin xjrz sin r, r, = 



r ces xr rcosyr rcoszr 
cosj^r, cosjr, coszr, 
ces xr2 cos/rj cos zr^^ 



Cf. 



en remarquant que 

rcosxr= (0:2 — ^1) -h (j-j— Ji)ços.r7-h (32-— 2i)cosjrz, 

/•COS7r=:(X2 — a7,)cOSa7/-|- (/s— /i) -h («2 — 2i ) C0SJ-2P, 

r cos zr=: (a:, — jp, ) ces xz -h (fi — Xx ) cosfz -f- (z, — «i ). 

On obtient, en développant (*)^, 



ft sin xyz sin r, n 


' (« 


-f- pcos^j 4- 7C0S.rz) (xj — x,) 


-H (a cos .rj -4- p H- 7 cos j^z)(7, — J,) 


-f-(acosjrz -+- pcosjz-f-7 )(2a— z,), 

* 


en posant, pour abréger. 


cos jr, co^zr» 
cos jr, coszn 


, P 


cosari cos.rr, 
cos zr^ cos xr. 


' 7 = 


cosjcr, cos/r, 
cos xrj cos ^r. 



«I 

(*) Cauchy, Leçons sur les applications du calcul injîniléslmaly Prélimi- 
naires (102). 
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10. Pour trois directions a^ i, c d'un même plan, on a 



( sina^ 4- sin bc -4- sin ca )* = 8 



o 



. fl^ . . ac 



sin" 



SID' 



. .ab 



. bc 



SID^ 



O sm' 



. ^ac . bc 
2 1 



et pour quatre directions de l'espace (ou pour quatre 
plans) a, i, c, J, on a 



sina^t/ 13 
4- sin 6crf 
siiica^ 
sina bc 



= ~i6 



. ûA . ac , ^ ad 
o sm^ — sm^ — sm' — 

222 

, ab , . bc bd 

sm' — o sm* — sm' — 
2 22 



. ac . . bc 



: /crf 



sm' 



stn' 



o sm' 



. ad , ^ bd , . cd 
sm* — sin^ — sm* — 
222 



ces déterminants pouvant être développés d'après, le 

§V,2(*). 

Démonstration. — En prenant les axes auxiliaires o:, j, 
tels que sin xjr = i , on a ( 1 ) 



sin bc = 



cosx^ cosfb 
cosxc cosyc 



, etc 



• • ? 



C ) Le théorème de trigonométrie plane se trouve dans les Traités élé- 
mentaires. La proposition polyédrométrique correspondante a été énoncée 
et démontrée par Joachimsthal {hc. cit., 47), avec des inexactitudes daijs 
les signes. 
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e( par suile (§ III, 1 ) 



sio ab -h sin bc + sin ca = 



I cosxa cosya 
I cos:c6 cos yb 
I cos xc cos yc 



— (sin ab -h sin èc -|- sin ray = 



I cosJTâ cos^'a 
I cosj;^ cosyb 
I cos jrr cos yc 

A,, A,j A, 3 

"ai "jj "53 
"ai *32 "as 



— I cosa;a co8/a 

— I cos:c6 co%yb 

— I cos xc cos/c 



en faisant (§ VI, 4) 



A,, = — i-l-cos'xa 

A|2=- 



-4- cos^x^ = o, 



ab 



— I 4- cosxa co%xb -+- cos^« cos yA = — i -+- cos a A = — 2 sin* — y 
etc. 

En faisant sortir le facteur ( — a)' du déterminant des 
éléments Au, ... . jAss (§ III, 2), on obtient l'équation ci- 
dessus. 

En introduisant ensuite les axes x^ y^ -z, pour lesquels 
ûwxyz = I, on a (6) 



sln«Ac = 



COSorfl COSJ« COSZrt 

cos xb cosyb cos zb 
, cos xc cos yc cos ze 



• "[1/ • • • , 



et par conséquent 



^Wifibâ-^ sin^cY/-+- ûvicad — sin^i^c 



I 


Q.osxa 


cosya 


cos za 


I 


cosxb 


cosyb 


cos zb 


I 


cos arc 


cos yc 


cos zc 


I 


cos xd 


cosyd 


coszd 
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d'oà, par une méthode analogue à la précédente, 



201 





^11 A, 2 


A|3 ^'M 


• 

— : (sin abd 4- gin bcd + sin cad — sin abcy = 


^31 ^3Ï 


^23 ^24 
^33 ^34 




^l ^«2 


^43 ^44 


en posant 




hn=z — 1 -)- cos^xa -1- cos'jtf -f- cos* za 


= 0, 


A, 2 — — I + cosa;acosj;^ 4- ces jracosfb -f- coszacoss^ 


— — I -t-costf6= — 2sin' — > 

2 




eic • • t • 







En d^ageant de ce déterminant le facteur ( — 2)*, on 
obtient Véquation qu'il s'agissait de démontrer. 

11. En désignant par a, &, c les directions des rayons 
OA, OB, OC d'un cercle; par/*, g', h les carrés des côtés du 
triangle inscrit ABC; par r le rayon du cercle; en multi- 
pliant par 8 r* les deux membres de la première des équa- 
tions goniométrîques établies au n^ 10, et remarquant que 

ab 



7^%mab=^ 2OÂB, 4'*'sin' — = ^, etc. . .; 

2 



on a 



(4r.ABC)»=- 
^^ ^ 2 



o 



S 



S 



h 

o f 
f o 



=/^/', 



relation connue. 

En désignant par a^b^c^d les directions des rayons 
OA, OB, OC, OD d'une sphère ; par y, ^, h les carrés des 
arêtes BC, CA, AB du tétraèdre inscrit ABCD ; par/', ^, U 
les carrés des arêtes respectivement opposées AD, BD, CD; 
par r le rayon de la sphère; en multipliant par i6r^ les 
deux membres de la seconde des équations établies au n^ 10, 






r 



I 



( 

r 



/ 



I 



à 

f 

t 

* 



i 



/ 
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et observant que 



' r^sin«^«/==60ABD, ^r^sin^ — = ^, etc.. , 

2 



il vient 



(24r.ABCD)2 = — 



o h g f 

h o f g 

g f o h' 

f g' h' o 



pour l'expression du rayon de la sphère circonscrite au té- 
traèdre, en fonction des arêtes et du Volume (*). 

12. Le produit, que Ton rencontre souvent, de deux lon- 
gueurs par le cosinus de Fangle qu'elles comprennent, peut 
s'exprimer au moyen des carrés des droites qui joignent les 
extrémités de ces longueurs, moyennant quoi les produits 
de polygones et de polyèdres peuvent prendre des formes 
remarquables. 

En prenant les notations dfu n^ 5, llf, on a - 

2AB.CDcos77, = 2AD.CDcosa,7i — sBD.CDcos^iyi. 
Or on a généralement 

2 AD. CDcosa,7, = AD' -f- CD^ — AC% 

2 BC. CD cosp.y, = BD^ 4- CD» — BC% 

et par suite 

2 AB.CDCOS77, = AD» — BD' — (AC — BC') (**). 

13. En désignant par rf,,it le carré de la distance A/B;i, 
on a, pour deux triangles dont les plans font entre eux 



(*) La relation trouvée par Crellc {Math. Aufsàtzc, t. I, p. 117) a été ra- 
menée à cette forme par JoachimKtbal, toc . cil. (27). 
( ** ) Carnot, toc. cit. 
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2o3 



J^angle^, 



16A1A3A3.B1B2Bj.cosf == — 



I I I 

I du dji d^x 

1 «12 «î2 d^i 

I ^13 ^58 ^SS 






les premiers indices se rapportant au premier triangle, et 
les seconds indices au second triangle. 

Démonstration, — D'après (3), on a, en vertu des nota- 
tions adoptées, 



1 6 Ai A3 A3 . B, B} B3 . ces (p == 
Or on a (12) 



2^27 2 1/3 2 

2 C73 2C33 



2Ci.* = dx,k — di^j( — [dn — ^iM ). 

Le déterminant 

dx2 ^22 (du ^21), dxi ^32 [dxx — ^3, ) 

dxi ^23 {du dix)i dx3 ^33 (rf,, ^3, ) 

peut (§ n, 6, et § III, 4) se transformer en 



I, du — du — [dtx — du), dxx — ^31 — {du — d^x) 

I, ^12 ^22 (^U — «^2l)> dx2 ^32 ( ^^1 1 ^/3l) 

'> ^13 ^23 {du «^21), ^13 ^35 {du «^31 ) 



I, du — du y du 

ïj du ^32 3 dx2 

'> "13 ^23 3 dx3 



du 

d 



32 



— é/, 



33 



I> 


0, 


I — », 


1 I 


du, 


I, 


dt X — du. 


du ^31 


di7. 


II 


dxt «^2 3 


dn — ^32 


dny 


I, 


«13 "23 3 


<^I3 ''33 



o 
I 
I 
I 



I 

du 
d,2 
dis 



1 

^22 
dii 



I 

^31 
^32 

dzs 



Corollaire L — Si les points Bi , B^ , Bs coïncident res- 



( '^ ) La proposition établie pour la première fois par Von'Staiidt, loc. 
cit.yH été mise sous cette forme, d'après Cayley, par Sy\vefiter {Phihsophical 
Magazine^ i852; t. II, p. 335). VoiV ci-dessous, § XVIII, 9 et 12. 
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pectivemenl avec les points Ai , As , Aj , on a 

COS(p=:i, di^k=^dkjy di^iZzzOy 

et par suite 



i6(A,A,A3)' = 



I I I 

1 o rf„ </,3 
I é/|2 O rf,3 
I ^13 ^25 O 



ce qui coïncide avec Texpression connue de la surface d'un 
triangle en fonction de ses côtés (§ Y, 2). 

La condition pour que Ai , As , As soient en ligne droite 
sera 

I I 1 

1 o rf|î </,3 

I ^„ o ^/„ 
I di^ di^ o 



1) = 



n^ 



'M 



Pour une position quelconque d'un point sur la droite qui 
passe par les deux autres points, il y a un des facteurs du 
déterminant qui s'évanouit. 

Corollaire II. — La surface d^un quadrilatère plan 
étant 

A| Aj A3 A4 ^^^ A| Aj A3 "T" A| A3 A4 y 

on a, pour deux quadrilatères plans, dont les plans font 
entre eux un angle f , 

16 Ai A2 A3 A4 . B| B3 B3 84 . cos <p 
•t= i6Ai A3A3.B, BîB3.cosf ■+- 16 A, A3 A3. 616384.0055) 

i6AiA3A4.B,B2B3.cosy-h 16 Ai A9 A4.B1B3B4.cosf 






I 


I 


1 




1 


dn 


r/j, 


^3. 




I 


dn 




d32 




1 


^.3 


^23 


dz3 








1 


I 


1 




I 


du 


d,, 


^3. 




I 


da 


f/33 


^33 




I 


r/M 


du 


^3. 








1 


I 


1 


I 


du 


d» 


d„ 


1 


dn 


<h. 


rfu 


1 


r/.3 


dn 


dfa 






I 


1 


I 




1 


d„ 


d., 


d„ 




I 


dn 


«^3, 


dr. 


• 


î 


d„ 


d„ 


d,. 
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Si donc A et B sont les surfaces de deux polygones plans 
de m et de n côtés, dont les plans font entre eux Fan- 
glc f , A6 cos (f sera la 'somme, prise négativement, de 
(m — 2)(/i — a) déterminants du quatrième degré et de 
la forme ci-dessus. Ce sera donc une fonction rationnelle 
et entière des carrés des droites qui joignent lés sommets 
de l'un des polygones avec ceux de l'autre (*). 

14. En désignant par di^i le carré de la distance A,B;i, 
on a, pour deux tétraèdres, 

O I I I I 



280 A| A3 A3 A4 . B| Ba B^iB^ == 



I «12 «22 «32 d^1 



I dxx dji d^x d^^ 

I «13 «23 ^33 "43 

I dx^ du du d^i 



les premiers indices se rapportant au premier tétraèdre, et 
les seconds indices au second tétraèdre. 

Démonstration» ^ Le produit cherché est, par le n^ 7, 
égal au déterminant 

dx7 dn (^11 ^21), dxi di7 [du rfgi), rf,2 ^4J — [dxx — d^x) 

di3 — dii — (^,, — dix)j dxi — diz — (dxx — ^31), ^13 — é/43 — (rf,, — d^) 
dxA — di4 — {dxx — dix), dxi — r/34 — {dxx — ^3i), dxi — d^^ — (</,, — «?<,) 

lequel peut se transformer, de la manière indiquée au 
n*> 13, en 

o 1 I I I 
1 > dxx — dix j fi^ii — fi?3i ) dxx "^ d^x 

é 

I , dxi — dn^ dxi — </32 , dxi — d^2 

I> "»3 "J3> "13 ""' "33) «13 "" ^43 

I, dxi di^ , d,4 — €^34 , dxi ^44 



I ^/,, r/j, r/3, d^x 
I é/,2 dii d^^ ^42 

I ^13 .d-23 '^3 ^43 



1 bu dji <'/34 d, 



'44 



(••) Von Staudt, loc. cit. 
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Corollaire I. — Si Ton fait coïncider les points Bi , Bj , 

Bj, B4 respectivement avec Ai, Aj, As, A4, on a 

* 

et par suite 



288(A,A,A3A4)' = 






I 


1 


1 


1 


I 





d„ 


rf.3 


rfu 


I 


dn 





dn 


du 


I 


dn 


'd„ 





d„ 


I 


du 


du 


du 






En développant ce déterminant d'après le § V, 2, on 
retrouve la formule connue, donnée par Euler (Noy. Comm. 
Petrop.y t. IV, p. i58) pour le calcul du volume du tétraè- 
dre en fonction des arêtes. 

La condition pour que les points A|, A,, As, A4 soient 
dans un même plan sera 



o = 






I 


I 


I 


I 


I 





dn 


di:i 


du 


1 


d,. 


•0 


d-tz 


d,, 


I 


dt^ 


dn 





^3. 


I 


^u 


du 


^34 






ce qui s'accorde avec Téquation entre les distances mu- 
tuelles de quatre points d'un même plan (Eulçr, jécta 
Petrop., 6, 1, p. 3.) 

Corollaire II. — Un polyèdre étant donné, onpeut, au 
moyen des droites tirées d'un sommet Aj vers les autres 
sommets As, A3, A4, ... , et des plans qui comprennent 
ces droites prises convenablement deux k deux, le décom- 
poser en pyramides triangulaires, ayant pour sommet com- 
mun Al, et pour bases des portions de la surface du po- 
lyèdre. Rangeons les systèmes de trois points, qui déter-. 
minent les bases de ces pyramides, dans un ordre tel, que 
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toutes les portions de la surface du polyèdre, vues de 
dehors, soient de même sens. Alors les pyramides qui 
composent le polyèdre seront de même signe ou de signe 
contraire, suivant que leurs bases,' vues du sommet Ai, 
seront de même sens ou de sens contraire. 

On peut d'après cela considérer le produit de deux po- 
lyèdres comme une somme de produits de tétraèdres pris 
deux à deux, et le mettre sous la forme d'une somme de 
déterminants du cinquième degré, tels que ceux que nous 
venons d'indiquer. Le produit de deux polyèdres est par 
conséquent une fonction rationnelle et entière des carrés 
des droites qui joignent les sommets de l'un des polyèdres 
avec ceux de l'autre, comme v. Staudt l'a remarqué. 

15. En désignant par 

OBC=/, OCA=/„ OAB=/, 

les faces d'un angle solide d'un tétraèdre^ et par sioois le 
sinus de l'angle soUde polaire de celui du tétraèdre, tel 
.que les arêtes du premier soient les normales, prolongées 
extérieurement, aux faces du second, on a 

(OABC)«=-//;/,sino,. (*). 
9 

Démonstration» — Désignons OA, OB, OC par /•, /,, Tj, 
et rr, cos/Ti par «oi = «io> etc. On .a (§ XVI, 4, et 

§ XVII, 7). 

floO ^«1 ^62 



(60ABC)2r= 



«10 fl|l ^12 

a 20 ^71 ^22 



(*) Bretschneider, Geome///>, (.77. Cette équation ne diffère pas essen- 
tiellement de celle de Lagranpe {Sur les pyr , 17), et est ici démontrée 
d'une manière semblable à celle que Lagranf^e a employée. 



1 
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Soit de plus «00 le coefficient de aoo dans ce détermi- 
nant, etc, . . . , on a (§ VII, 1) 



(60ABC)« 



Or on a (3) 



«00 — 


Ou 


«12 




a^K 


«25 


«01 = 


«12 


«10 




«22 


«20 



«00 «01 «02 

«la «H «12 

«20 «21 «22 



=4/% 



cil/) » % • y 



en désignant par cosoi le cosinus de Tangle que forment 
les normales élevées extérieurement aux surfaces OBC et 
OC A. Déjà résulte 

I ces», COSo2 



(60ABC)^=4V^/;/; 



COSo, I cos.î 

coso2 ces, 2 I 



d'où s'ensuit, d'après le § XVI, 2, la démonstration de la 
proposition énoncée. 

Remarque, — On déduit delà même manière du § XVII, 7, 
l'équation 

7H 72' 731 

(36AA,A2A3.BB,B,B3)»=r y» 7„ 732 

7i3 7m 733 

7ii 7ji > • • • , étant les coefficients de Cj,, Cj, , . . . , dans le 
déterminant des éléments c,i,v..,C38, et désignant des 
produits de surfaces de l'espèce considérée au n*^ 3. 

16. Lagrange (*Siir les pyr.^ 12) a remarqué que, pour 
la quatrième face ABC du tétraèdre, on a, d'après les no- 
tations adoptées au n^ 15, l'équation 

4(ABC)»==aoo-f- a,, -f-aa2-4- aaj, -f- 2a„-f- aajj, 
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OU bien 

( ABC)2 =/« 4- /; -f-Zj -f- 2//; coso, -4- 2/ /, cosn +2/. /cosj,. 

Cette équation s'obtient de la manière la plus simple, en la 
considérant comme la corrélative polaire de Téquation 
tétragoiiométrique [voir § XVI, 4, et § XVIII, 2, corol- 
laire) 

/^ = x' -t- j' -4- z' -4- 2a:jcoSJ7/ -f- ajzcosjrz -h ^zarcoszx, 

A Faidedes formules trouvées pour (a ABC) 'et (60ABC)*, 
Lagrange (Sur les pyr.^ 17) a entrepris la résolution du 
problème qui consiste à déterminer le tétraèdre de volume 
maximum ou minimum, parmi ceux dont les faces ont les 
aires données /, /l j /i > /s • A cause de 

«tfo = 4/% «t» = 4/î y a« = 4/2 > 

aw H- «Il -f-a2j-|-2ao, -H 2a,2 -|- 2a2o = 4/J> 

la quatrième puissance du sextuple du volume du tétraèdre, 
savoir (15), 

a«o ««I a»î 
tt::= a«i a,, a^ 

a»2 «12 «2j 

sera une fonction de variables «oi, «oj^ «m dont la somme v 
a une valeur donnée. Les conditions pour que u obtienne 
une valeur maximum ou minimum sont, comme on sait, 

du dif du dv du dv 

dao^ dcx.Qi duoi doL^-x doLxi dai^ 



IX désignant une nouvelle variable, qu'il s'agit d'éliminer 

1 du 

2 dct^i 
dans M (§ III, 9), et a pour valeur Raot (§ Vil, 3), en 

^4 



entre ces équations. Or - -r — est le coefficient de «oi 



2IO 

posant (15) 
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K=z^u=z 



«H «•! ^«s 
^•1 On flt,a 
On Om ati 



dv 



De plus, on a -^ = i , elc .... ; par conséquent le tétraèdre 

cherché doit satisfaire aux conditions «oi = «oj = ^uj c'est- 
à-dire 

rr , ces rr^ = /Tj ces rr^ = r, Tj ces r, r, . 

En posant la valeur commune de ces produits d'arêtes = v^, 
il vient 

rî rj = + aoo, rj r'rzz -j-a.,, r»rî=0-f-a„, 
7^rîrî=(0-ha«o)(0-han)(0 + a«), 

pour le calcul de r, ri, rj au moyen des quantités données et 
de la quantité 9, qui reste encore à déterminer. Or on a, dans 
le cas actuel, 

«•I ■+- a,a -+- a„ = 3 G — (r^ -h r\ -h r\) ^0 

= la quantité constante (ûfo© -+- «n -h «ji — 4^î)5 que 

nous désignerons, pour abréger, par — c. On lire de là 

* 

{r''^r\ -f.r;)v/0 = 3OH-c, 
(r'-f-rî -f-r; H-2r»r; 4- arV; -+- 2 r'rj) = 9O» H- 6r0 + c% 



[ 



(0 -4-«tt)(0 + tt«) , (Q-f-a r>)(0H-«oo) ^ (0- 4-«ao)(0H ^g,.) 
H- a„ 



'] 







H- «11 0-4- «22 

= 30'4-20(c — 4/î)H-c% 
(0 H- «11)' (Ô H- a„)^-f- 0(0 H- a„)'(® + «00)' -1-0(0-4- o^)» (0 -+- «.1) 
=:[30»4-20(r~4/l)-hc'](0-haa«)(0 4-a,.)(e-ha„)> 

équation du quatrième degré pour le calcul de la quantité 
auxiliaire 9 au moyen des quantités données. Cette équation 
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a toujours une racine réelle positive, puisque le coefficient 
de 6*; dans le premier membre, et le terihe connu, dans le 
second membre, sont de même signe. 

Il reste encore à désirer une discussion plus approfondie 
de cette équation, ainsi que l'étude des propriétés géo- 
métriques des tétraèdres qui ont un volume maximum pour 
des valeurs données des aires de leurs faces. 

§ XVIII. — Relations polygonométrigues et 

poljédromé triques, 

\ . Soient AB = a^ , BC = «,,..., MN = a„_i , NA =r a„ 
les côtés d'un polygone donné quelconque, et cos^^, le co- 
sinus de l'angle que la droite sur laquelle est pris le i***"' 
côlé du polygone fait avec une droite donnée quelconque. 
On a 

fl, COS^,, H- flj COSy,,, -h ... 4- OnCOSp^n = O (*). 

. En effet, si l'on désigne par A, , Bi , . . . les projections or- 
thogonales de A, B, . . . sur la droite donnée, on a 

Ai B, -+- B, C, H- . . . -h M, N, 4- N, A, = o , 

en supposant A, Bi = — Bi Ai, etc. On a 

A, B, = ABcos^,,,» 

de quelque manière qu'on ait choisi la direction des seg- 
ments positifs sur les droites dont AB et Ai Bi sont des seg- 
ments, parce que, en changeant une direction en son op- 
posée, il y a deux des quantités AB, AiBi , cos^^, qui chan- 
gent de signe. En substituant les valeurs de Ai Bi , BiCi,..., 
on obtient l'équation fondamentale de la polygonométrie 
que nous venons de poser. 



(*) Lbxkll, ^ov. Comm, Petrop.^ 19, p.. 187. — L'Huilier, Polygonomé- 
triCy p. 20. — Carnot, Géom. de pos.j 264 . 

,4. 



I 

! 
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Réciproquement, si ^i , as , . . . , a„ désignent des seg- 
'ments de direction donnée, et cos^^, le cosinus de Tangle 
que fait la droite sur laquelle est pris le /'*"•* segment avec 
une droite quelconque -, si la somme 

s'évanouit, de quelque manière que Ton choisisse la droite 
arbitraire; on obtient un polygone fermé lorsque, sans 
changer la direction des segments, on fait coïncider le 
commencement du second avec la fin du premier, le com- 
mencement du troisième avec la fin du second, etc ; car, 
dans le cas où la fin du dernier segment ne coïnciderait pas 
avec le commencement du premier, la somme 

ne serait pas nulle en général, ce qui serait contraire à l'hy- 
pothèse . 

2. Si les périmètres des faces d'un polyèdre quelconque 
sont tels, que toutes les faces, vues de dehors, soient de* 
même sens; si, déplus, après avoir fixé dans chacun des 
plans le sens des angles et des surfaces positife, on pose 
les faces du polyèdre == ai , «j , . . . , a„ ; si enfin cos^,,- est 
le cosinus de Tangle que le plan sur lequel est située la 
face a/ tait avec un plan pris arbitrairement; on a 

«icos^,, -4- a, cosp,, -h . . .-+-a„coSp,„= o (*). 

Démonstration. — Considérons, d'après ce qui a été dit 
dans le corollaire II du § XVII, 14, le polyèdre comme dé- 
composé en tétraèdres : soient ABCD l'un d'eux et Ai Bi Cj Di 
sa projection sur le plan arbitraire. On a (§ XVI, 5) 

A, B, C, -h C, B, D, -h B. A. D, -h A, C, D, = o , 



(*) VHmuEKy Théorèmes de P olyédr orné trie j 1799 ( Mémoires présentés à 
rinstitiit, t. I, i8o5, p. 364). — Carnot, loc, cil. 
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et par suite 

ABCcos^,A 4- CBD cos^,, -h BAD cos^,* 4- ACD cos^./ = o, 

« 

A, I, /r, / étant les indices relatifs aux plans des triangles 
projetés. Il existera des équations analogues pour les autres 
tétraèdres qui composent le polyèdre. En faisant la somme 
de toutes ces équations, on trouve 

«1 COS^,, ■+- 0L2 COSp,2 -+-... 4- a„cos^,„ = , 

parce que chacun des triangles qui n'appartiennent pas à la 
surface du polyèdre appartient aux surfaces de deux tétraè- 
dres, comme positif pour l'un et comme négatif pour Tautre, 
de telle sorte qu'il disparait de la somme. Si, par exemple, 
le polyèdre est la somme des tétraèdres ABCD et ADCE, 
la surface de ABCD sera formée de 

ABC, ACD, CBD, BAD, 

et celle de ADCE de 

ADC, ACE, CDE, DAE, 

et Ton voit que les faces ACD et ADC, situées sur le plan 
diagonal, sont égales et de signes contraires. 

Corollaire. — Si Ton élève sur les faces du polyèdre les 
perpendiculaires ai, a,,. . ., a„, dirigées extérieurement, 
et proportionnelles aux aires des faces auxquelles elles sont 
respectivement perpendiculaires, on a aussi, en vertu de 
Téquation que nous venons de démontrer, 

«I cosp,, 4- fl» cos^;, 4- ...-(- a„ cos^,« = o , 

où Ton peut entendre maintenant par cosp^^ le cosinus de 
Tangleque la droite sur laquelle est comptée la distance a, 
fait avec la normale à un plan donné arbitrairement, 
c'est-à-dire avec une droite quelconque. On obtient par 
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conséquent (1) un polygone fermé, lorsque, sans changer la 
direction des segments ai , ^i , . . . , a„ , on fait coïncider le 
commencement du second avec la fin du premier, le com- 
mencement du troisième avec la fin du second , etc. Les 
angles des côtés de ce polygone sont égaux aux angles des 
faces du polyèdre, de sorte que à toute relation polygo- 
nométrique correspond une relation polyédrométni/ue, 

3. Si les droites (plans) répondant aux divers indices 
sont parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) 
quelconque, on aura 

COSi,i COSi^i . . . COSi,n 
COSa^i COSj^j ... COS},„ 



COS„,, COS„,, . . . C08„,, 



=: O 



en même temps que cos,^, = i , cosi^^ = cosji^, . 

Démonstration. — De Péquation démontrée ci-dessus 
résulte le système d^équations linéaires 

«, coSi,i -h flî cos,,2 H- ... -h a„cos,,„ = o, 



«I cos„., -f- «2 cos„,2 -h . . -t- «« cos„,„ = o. 

La résultante de ce système linéaire (§ IX, 3) est préci- 
sément l'équation qu'il s'agissait de démontrer. 

Puisque trois droites x, y^ r, parallèles à un même plan, 
sont aussi parallèles aux côtés d'un certain triangle, on a, 
comme on sait, 



(I) 



I cosxr cosyr 

ces xr I ces xy 

CCS jrr CCS xy i 



= o. 



Étant données quatre droites (plans) quelconques a:,j^, 
z, r, on peut construire un quadrilatère (tétraèdre), dont 
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les côtés (faces) soient parallèles aux droites (plans). On a 
par conséquent 



(II) 



I 


C08 xr 


cos yr 


cos zr 


cosxr 


I 


cos xjr 


cosxz 


COS^T 


cosxy 


1 


cosyz 


cos zr 


cos xz 


cos JZ 


I 



= o (•) 



Cette équation, que Ton peut développer diaprés le § V, 2, 
fait connaître la liaison qui existe entre les cosinus des 
angles formés par quatre droites (plans), entre les côtés et 
les diagonales d'un quadrilatère sphérique, entre les angles 
dièdres d'un tétraèdre. 

Si, en particulier, a:, y, Zj r désignent les directions des 
arêtes AB, AC, AD, et du rayon AE de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre ABCD, en faisant AB = i, AC = c, 
AD = d^ AE = c, on a 

1 : cos xr : cos yr \ cos zr\z=.ie\h\c\d^ 
et par saite (§ III, 2) 



(iii) 



4e^ 


b 


c 


d 


h 


I 


cosxy 


cosxz 


c 


cosxy 


I 


COSJ2 


d. 


cosxz 


cos^z 


I 



= o {*% 



formule qui sert à calculer le rayon de la sphère circqn- 
scrite à un tétraèdre en fonction des arêtes d'un angle solide 
et des angles que ces arêtes font entre elles. Si au contraire 
E désigne un cinquième point quelconque de l'espace, on 



('*),Carnot, Géom. de pos., 35o. 

(**) Legem>re, Éléments de Géométrie^ Note V. Cette équation ne ditfère 
pas essentiellement de Téquation donnée par Lagrange {Sur les pyr .y si ). 



t« 
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a, d'après les notations précédentes (§ IH, 2), 

V 

e^ be ces xr ce ces yr de ces zr 



(IV) 



be ces xr b^ bc ces xy bd cos xz 

ce cosyr bc cos xjr c^ cd cos y z 

de cos zr bd cos xz cd cos y z d* 



= o. 



Eu exprimant le produit de segments be cos xrau moyen 
des carrés des côtés du triangle ABE, et de même pour les 
autres, on obtient l'équation entre les carrés des distances 
mutuelles de cinq points de l'espace. Cette équation est du 
second degré par rapport au carré de chaque distance, ce 
qui s'accorde avec la construction au moyen de laquelle on 
trouve une des distances, connaissant les autres (*). 

4. Du système d'équations linéaires (I) 



«I coSp,i H- a-i cos^,2 -+- 

Qx COSj.i -t- flj COSî,^ 



. -h tf „ COSp,„ =r O, 
. -4- fl„ COS2,« = O, 



ax COSn,\ + «j COS„,t -h . . . -h flr„ cos„,„ = o, 

résulte Téquation plus générale 



COS^,, COS^,2 . . . cos^,„ 
COSjj COSj,, . . . COSv,„ 

COS;,,, cos„,v . . . cos„,„ 



= o, 



qui exprime la dépendance entre les angles formés par 
/^ -f- I droites (plans) lorsque n de ces droites (plans) sont 
parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) de n 
côtés (faces). 



( * ) Carkot, Gcom, de pos.f ôbç). Mémoire sur la relation qui existe., elc .^ 
.S8. Cctlc équation ne diifère que par la i'orme de réqualion donnée pur 
La};range {Sur les pjr.y 19). 



t-i 
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Dans la théorie analytique de la ligne droite, on fait 
usage principalement des cas particuliers suivants : 



ces rs ces xs ces ys 
ces xr I ces xy 

cosyr cos xjr i 

cos rs cosxs cosjrs cosxs 

cosxr i cosarj cosxs 

cosjrr cosar^ ^ cosyz 

cos zr cos xz cosjrz^ i 



= o, 



=o(*), 



pour la détermination de Tangle de deux droites au moyeu 
des angles que ces droites forment avec les axes coor- 
donnés. 

• 

5. Du système d'équations linéaires employé au n^ 3 
. on peut déduire les rapports des côtés d'un polygone (ou 
des faces d'un polyèdre). D'après le § IX, 3 , en ayant ^ard 
au § VII, 5, on trouve 

«1 : «s : Û3 :...== V pi,i * v P»,» * v P^.a i • • . , 

^i^i étant le coefficient de cos,-,, dans le déterminant 

cos,,, cos, ,2 . . • cos,,„ 
COSj, , COS2,2 • • • cos^^ii 



côs„,, cos«,2 . . . cos„,„ 



Pour » = 3, jSi,! se réduit à sinj ,, ^t,t à sin' 3, /38,3 à 
sln* , , ce qui s'accorde avec la proposition connue sur les 
rapports des côtés d'un triangle. 

Si w]>3, et que le polygone soit plan, alors (3^,, 
|Sj,s, . . . , i3„,„ s'annulent (3), parce que Ji — i droites dans 
un plan forment un polygone de n — 1 côtés. Les rapports 



(*)Magnus, Anal. Gtom. des /i</umrj, § IX, (7). — Voir un Mémoire de 
routeur, Journal de Crvllc^ t. Xl-VI, p, i^n. 
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des côtés d'un polygone plan sont donc en général des fonc- 
tions indéterminées des angles formés par les côtés. 

Si /i = 4, et que le polygone ne soit pas plan, on a 

(§XVI,2) 

p„=:sinÎ3,, p„=:sinj,,, p3, = siii;,,, P44 = sin;,3. 

On a par conséquent, en n*ayant égard qu'à la valeur 
absolue, 

ax : a^ : a^\ a^=z sin,34 : sini34 : sini24 : siD,2s, 

d'où Ton déduit la relation tétraédrométrique correspon- 
dante, qui donne les rapports des faces d'un tétraèdre (*). 
En vertu de la proportion que nous venons de trouver, 
on a (1) - . 

\/pi.i cos^.i ■+- \/p2,2Cos^,2 -+*...+ v/ P„,„ cos^,„ = o , 

« 

les signes de tous les radicaux étant déterminés par le signe 
d'un quelconque d'entre eux. Dans le cas le plus simple, 
on a 

sin^a cos^,i H- sina, cos^^a H- sin,2 cos^^a = o > 

formule connue de goniométrie. 

6. La position du point P par rapport au tétraèdre OABC 
est déterminée avec ambiguïté par les trois distances AP, 
BP, CP. La détermination devient complète, lorsque l'on 
connaît en outre la distance OP, dont le carré est lié avec 
les trois premières distances par une équation du troisième 
degré (3). Si l'on désigne, d une part , 

AP' , BP' , CP' ; 

OA' , OB» , OC , OP'; 

OA.OP.cosAOP, OB.OP.cosBOP, OC. OP. ces œP, 

(*) Bretschneider, Géométrie, ^"p. 



I 
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respectivement par 

^1» ^a, ^3; 

et d'autre part, les coordonnées des points 

A, B, C, P, 

par rapport à trois axes menés par le point O, par 



aip 



•3^1 > J^i > Zi\ ^^^ Xiy ^2 y ^3y y^y -^S» 



^y y y ^ • 



il existe, entre les deux manières de déterminer P, les re- 
lations suivantes (*). 

On obtient d'abord, par des considérations trigonomé- 
triques, les équations 

auxquelles il faut joindre, pour la détermination de A, Té- 
quation (3, IV) 

h h, h, h. 



(II) 



A, tf,, fl,2 fl,3 

ai fli3 flfa «33 



en désignant 

OA.OB.cosAOB, OA.OC.cosAOC, OB.OC.cosBOC 



respectivement par 



>I3 



'13 



«33 



On trouve de plus, par la projection orthogonale (voir 
S XVI, 4), 

(lU) I A2 = xXa-4-/Y2-h2Z2, 

( A3 = jrX3-f-/Y,H-2Z3, 



( * ) Làgramgk, Sur les pyr.^ i8. 



2 20 SECODIDE PARTIE, § XVIIl. 

en posant, pour abréger, 

Xi -H jTi co^xy -4- Zi co^xz = X| , 

Xi COSX7 4-^, -h 2| cos/z = Y, , 

xi CCS xz H-^i cos ^2 -i- -Z, = Z, , 

et de même pour les autres. 
On a réciproquement (§ IX, 1) 



(IV) 



en posant 



R = 



Vix = h, (X.) 4- h, (XO -h >i3 (X3), 
Rj = A. (Y,) -H A, (Y,) -4- /is {Y3), 
Rz z=h, (Z,)-f-^2(Z0 -f-/*3(Z3), 



X, Y, Z, 




A.] X 2 ^2 


— 


X3 jCa Z3 





X, 


r. 


Z, 




Xi 


^2 


Za 




•3?3 


73 


^8 





cos.r/ 
cos xz 



cos xy cos xz 
I cosjz 

cosjz I 



= 6 OABC sin xyz , 



ei désignant par (Xi), . . . les coefBcients de Xi , . . . dans R, 
lesquels peuvent se développer d'après le § VI, 5. 

Si, en particulier, P est le centre de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre OABC, on a g^, = gj = g^g = /i , et par 
,1 ,1 ,1 

suite /Il =: - «n , /l, == - el2t , /Ï8 = - «38 , . . . . 

222 

7. La position du point P par rapport au tétraèdre 
OABC est complètement déterminée par ses distances à 
trois des faces du tétraèdre, en comptant positivement les 
distances normales dirigées vers l'intérieur, négativement 
les distances normales dirigées vers l'extérieur (ou vice 
versa). Désignons, d'tme part, les faces OBC, OCA^OAB^ 
CBA par^i y ft> fiy f\ les distances du point P à ces faces 
par Pif Pi9 Pzj P] d'autre part, les coordonnées des points 
A, B, C, P, par rapport à trois axes passant par O, comme 



I 



I 



APPUCATIOKS DES DÉTERMINANTS. 221 

précédemment : on a, entre ces déterminations de P les 
relations suivantes (*). 

Posons, comme au § XVI, 7, 

OABC : OBCP : ocap : oabp : cbap = i : f*. : pt, : f*, : fx , 

6 OABC = V sin xyz ; 
on en tire 

I : pt, : pij : pis : p == V sin arjrs : 2/,/?. : 2/2 /?o : 2/3/73 : 2/î? , 

a, V = -: 9 • • • ■» 

^ sin xyz 

On a, par celte substitution, 



sm xyz 



Çi^-+-*îir-i-Çiz, 



(I) 



/ ^ ■ = liX -h >ï2r -H Ç2 z» 



sm xyz 



et réciproquement 

- ar Vsin a:/« :=f^pxX^ -^fifi x^ 4-/3/^3 -^^j ? 
2 

(II) ^-^Vsinx7z=/i/?iri-+-/»A'»/*"^/3/^3^3> " 

-z V sin xyz '==f\P\ ^« -^Ap^^-^ -^fzPz^i* 
2 

En vertu de l'équation |ui 4- f^i 4- fXj -h fXs = 1 9 o" a 

(III) y3^-+"/i^.-»-/.i^.-H/3/^3 = :^Vsinxjz. 

Si, en particulier, P est le centre d'une sphère tangente 



( * ) Lagrange, loc . cit . y 24- 



aaa seconde partie, § xviii. 

aux faces du tétraèdre, les valeurs absolues dep^ pi^ Pf,pt 
sont égales entre elles, tandis que les signes de ces quan- 
tités diffèrent suivant que les diverses faces sont touchées 
intérieurement ou extérieurement. En désignant par p le 
rayon de la sphère inscrite proprement dite, on a 

(/H-/. -+-/» -H/3) P = ^ V sin xr^, 

{f-h/i -f-/j -h/a ) J^ =/i JC, -h/a X, -h/ X3 , 

(/+/ -^-/.-^-/3)/=/rl-l-/^r»-^-/sr3> 

(/+/ -f-Z-h/)» =/i«i -h/z, 4-/323- 

Si p' est le rayon de la sphère qui touche extérieurement 
la face/, et intérieurement les autres faces, on a p= — p', 
pi = ^j = ^j = p', etc. En faisant toutes les combinaisons 
de signes possibles, on trouve onze rayons, dont six sont 
égaux deux à deux, et huit centres. 

8. Les relations qui existent (*) entre les coordonnées gi , 
gij Si9 ou h^jhi, hi (6) du point P, et les coordonnées 
f^i 9 f^i 9 /^s ? ou Pi ^ Pit pz (7) du même point, s'obtiennent 
par la substitution des valeurs de x, y.^ z, trouvées au 
§ XVI, 7, dans les expressions que l'on vient de trouver 
pour hi^hf^ht. Dans la formule 

A, = f*, (x, X, -+-riY, -h z, Z.) -4- f*5(^2X, -f-r^Y, H- «aZ.) 

fA.,(2r8X, -I-J3Y, H-ZjZ,), 



le coefficient de fXj a pour valeur OA" = a,, , le coefficient 
defii pour valeur OA .OB.cos AOB = a^ , etc. (Démons- 
tration, § XVI, 4). On a, d'après cela, 

/I3 = p, «,3 -h ^, «33 -+. pi3 flj, / 

(*) Lagrance, loc. cit., a6. 
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Au lieu de développer le détermiDant que l'on doit égaler 
à zéro pour calculer h (6), on peut poser immédiatement, 
comme ci- dessus, 

h = j:X-|-rY-+-2Z, 
et il vient 



(n) 



A = ^, A, 4- f*a ^3 + fA3 /'3 
= fAÎû„-4-fxJ<Iaj-|-f*ÎÛ83-f-2fX,fA2a,a-f-2pt,^3fl„-|-2f*a^,/ï,3. 



Réciproquement (§XVn, 7 5 § IX, 1) on a 



= V'sin'arj^z, 



«It Oxi Ou 

Oxi a^i o-t^ 

^13 ^as ^?3 

jx,V'sill^j:/2 = A,a,|-t- Aaa.j-I-A, a„, 



(ni) 



( ^3 V^ sin' xyz = A, a,, -t- Aa «23 -H ^3 «ss > 



^119 ^11» • • • étant les coefficients de an, ait» • . . dans le 
déterminant qui exprime Vsin'jcyz. 
Au moyen des substitutions 

ptiVsinx/z = 2/,/?,, etc. . . (7), 
«n = 4/î> ai2 = 4/t/»cos,a, ctc. . . (§ XVII, 5; § XVII, I»), 

on déduit des relations ci-dessus les suivantes 

- A, V smxjrz ^f^p^a^x -h /a /?a«.j -h>» /^s^is, 

(IV) { - AaVsin.2rjZ=/,/?,fl,2H-/j/^aflaj-h/3/?3ll2a, 

- /laVsinx/Z =/,/>,fl,3 -h/a /^a^as H-/s /?3«38> 

2 * 

- A V'sin'orjz =/J ;?;«„ -H/î/>a«„ -h/, /?î «33 



« • 



^ 
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et réciproqueiiienb 

- />, V sinxyz = /l, / -h /hftCOSn H- ^a/sCOSn, 
II- 

- /?a Vsin^/« = /i, /, C0S,3 -f- ^a/a COS23 "♦" ^s/s- 

9. La relation entre quatre points A, B, C, D d un 
même cercle peut s'exprimer au moyen des propriétés des 
angles, des distances ou des aires, qui sont déterminés par 
les points en question. D'après un théorème connu, con- 
tenu dans les Éléments tTEuclide^ la différence des angles 

ACB — ADB = o ou == 180*», 

d'où en général, 

(I) 2(ACB — ADB) = o (*), 

lorsque les points donnés sont sur un même cercle, et que 
l'on prend avec le même signe les angles décrits par des 
rotations effectuées dans le même sens. L'angle zéro équi- 
vaut à 36o**. 

De plus, d'après le théorème de Ptolémée {jélma- 
geste^ I, 9), on a 

(II) VÎ^-t- V^-+-V^=o, 

en désignant par p^ q^ r les produits des carrés des droites 
opposées qui joignent les quatre points du cercle A, B, C, D. 
On tire de cette équation l'équation rationnelle entre les 
^ carrés des distances mutuelles de ces quatre points. On 
peut établir une équation analogue à cette dernière entre 



(* ) M0EBIU8, Kreisverwandtschaft, § XIV . 
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les carrés des distances mutuelles de cinq points d'une 
sphère. 

On connaît enfin les relations entre quatre points d'un 
cercle ou cinq points d'jin^ sphère, et un autre point quel- 
conque : la dernière de ces relations est contenue dans un 
théorème de Fe^erbacb [Untersuchung der dreieckigen 
Pyramide, p. i5), qui a été reproduit par Cayley (Cambr, 
Math. Jour. y II, p. 268) et par Luchterhandt [Journal de 
Crellcy XXIII, p. 375). Ces mêmes relations ont été 
déduites des principes du calcul barycentrique par Môbîus 
(Journal de Crelle, XXVI, p. 26). Voici U méthode de 
Cayley, fondée sur l'emploi des déterminants : 

Supposons que les points A, B, C, D d'un cercle soient 
donnés, par rapport à un système d'axes rectangulaires, 
dont l'origine est O, par leurs coordonnées ( jr, y)^ (a:, , j'i) , 
(Xijft)^ (^sîjK»)- On a, comme on sait, 

j;2 -^ ^« rr: fl -j- ^j? -|- cy. 



•^3 H- Ja = ^ -h ^^3 H- 0"37 
et par suite (§IX, 3) 



(«I) 



x^ -\-y^ I 



j! 1 



x y 

^1 Ji 



X 



ri 



JC. 



3 rs 



o, 



Le développement de ce déterminant, d'api-ès le §111, 6^ 
donne, en ayant égard au § XVI, 5, ' 

OA^BCD. — OB'.CDA -j- OC^DAB — 0D^ ABC = o 

En construisant OP perpendiculaire au plan du cercle, et 
ajoutant à l'équation précédente l'identité (§ XVI, 5) 



OP» ( BCD --^ CDA 4- DAB — ABC) =1 o, 



i5 



aa6 
il vient 



SECONDE PARTIE, § XVIII. 



(IV) PA^ . BCD — PB». COA H- PC^ . DAB — PD^ . ABC = o, 

P désignant un point quelconque de l'espace. On a en par- 
ticulier, lorsque P coïncide avec D, 

DA'.BCD -f. DB^CAD -f- DC. ABD = o. 

Soient donnés pareillement les points A, B, C, D, E d'une 
sphère, rapportés à un système d'axes rectangulaires, par 
leurs coordonnées (x^y^ ^),elc. . . Des équations 

*' -+- /' -H *' = « -h ^^ -h O ■+" ^^f 



il résulte 



(V) 



^î -Hrî -^ *î = ^ ■+• ^^4 -H ^j4 -+- ^«<> 


«^ -f- ^^ 4- «' I X y z 




•^î-*-rî-+-2j I ^4 ïk «4 


— G 



En développant ce déterminant (§ XVI, 6), il vient 

OA' BCDE -I- OB' . CDEA -h OC'.DEAB 4- OD'.EABC 



(VI) 



OE' ABCD = o, 



O désignant un point quelconque de Tespace. D'après les 
notations adoptées au § XVI, 7, on a 

ft.OA» 4- fAaOB» -4- fAjOC» -+- ft OD' = OE»; 

c'est-à-dire que, si fx, fx^, (Xj, \s.^ sont les coefficients coor- 
donnés de E par rapport à la pyramide DABC, alors, pour 
tous les points .0 d'une sphère décrite du centre E, la 
quantité (xOD'-f-fXiO A* -h fXjOB* -h fx^OC* est constante 
(Feuerbach), On a en particulier 

AB' . CDEA -f- AC' DEAB -t- ADV EABC -f- AE' ABCD = o, 
p.DA' -+- fXîDB* 4- pt^DC' =: DE'. 
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En multipliant les déterminants (III) et (V) respective- 
ment par 

» 
I, j?' +j% — nx, — 2/ 



ri 



— 2a: 



3> 



2 Xi 



et par 



X» 4-7' -+- 2% 



2X, — 2J, — 2 2 



on trouve (§ VI, 3) 



— 2^4, --274, —2 34 



«OA ... Ml 



►00 



•3 



►33 



et 



^00 



^04 



MO 



^0 ... «3 

en faisant, dans le premier cas, 

rf,o = ar' + r'-H^'-h^'--2j;2 ■ 
doi =: ar' -l-r' + J^î 4- j' — 2X.r, 

etc. ... . 



M4 



2r' =0, 

2^/, = AB% 

2J7a = AC% 



et dans le second cas, 

r/,g= ar^-f- j^-+-z^ -l-ar' -h/' -1-3^ — 'îx' — r 2 j' —22^ =0, 
rto, = Jr*-|-r' + z=*-f-x;-+.7Î-hzî — 2.rjr, — 2j/, — 2zz, =AB% 
etc 

Par conséquent Téquation annoncée entre les distances 
mutuelles de quatre points d'un cercle sera (Cayley) 

dm dat dit 



(VII) 



'01 "02 «*03 

dit o di2 ^13 
dai dii o d' 



^03 ^«3 ^23 



o 



— o, 



di k désignant le carré de la distance du i*'"'* point au A'*'"*. 
L'équation analogue entre les distances mutuelles de 

i5. 
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cinq points d'un€ spbère sera (Cayley) 



(VIII) 



G 


<^»i 


do2 


^03 


d., 


^01 


o 


dn 


dn 


du 


dm 


^.. 


o 


dii 


du 


doi 


^43 


dn 





d,, 


dut 


du 


du 


du 


G 



= G. 



Ces déterminants peuvent se développer d'après le § V, 2. 

10. Les relations trouvées, de (III) à (VIII), ont lieu 
pour les points d'une ellipse ou d'une hyperbole, d^un 
43llipsoïde ou d'un hyperboloïde (*), en divisant le carré de 
chaque distance par le carré du demi-diamètre qui lui est 
parallèle. 

Démonstration* — Si, au lieu de |a sphère, on considère 
une des surfaces du second degré dont nous avons parlé, 
jet que les coordonnées orthogonales soient parallèles aux 
axes prinjcipaux de la surface, l'équation 

x^ -f-7'^-f- 7} = a -\- bx -\- cy -\- dz 

se changera en celle-ci , 



©'-■ {!)■-■ (;-)■= 



I -^b'œ-^c'y -hd'z, 



e et e, désignant l'unité positive ou négative. Il s'ensuit 
que, dans l'équation (V), x* -h f^ -h z^ se trouve rem- 
placé par 



l) Hi' -■ 



■(;) 



Soit maintenant MA, le demi-diamètre de la surface qui 



I 



( * ) I/cxlension dos propositions précédentes h l'ellipse et à rellipsoïde a 
eU». remarquée par ferioschi (Journal de Crelle^ t. L, p. 23CI) . 
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a la même direction que OA, et soient, de plus, p, q^ ries 
coordonnées de Ai par rapport aux axes principaux de la 
surface. On a, par des propositions élémentaires, 

x\x : z \ Ok=p : q : r : ma,. 

Mais, à cause de la relation connue 



?) - a 



Si (- I = I» 

7 



on a 



(^' 



•'f)'-(5)'=^'-' 



Par conséquent, dans (IV) et dans (VI), on introduira 

OA» OR' OC» 

MAj' mb;' MCî' *' 

au lieu de OA*, OB*, OC', . . . , les autres quantités ne 
subissant aucun changement. 

En multipliant ensuite le déterminant 



a p . 7 






I , -^t, ^4, «I 



p»r le déterminant 









a' 






— 2t, — 



7' 



,.2 y2 ^i 

or p^ 7' 



^4 

a- 



/4 



«4 
7 



(*) Cette propriété a été indiquée par Joachimsthal, Journal de Crrlle, 
t. XL, p. 32. 
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il vient l'expressiou 

^•tQ • • • (*iH 



«40 • • • ^4i 



en posant 



.X' 



a p 7 «^ p' 



= o 



,3 



-i-e, -.— a — — 2e — 
y' a' p' 



26. 



7' 



^2 






— 28, 






a' ^ p' ^ ' 7' «' p» 



7' 



=r-^)'+-f-T^ 



4- 8 



?l 



^)' 



expression que Ton trouve, comme ci-dessus, ég^Ie à AB* 
divisé par le carrp du demi -diamètre parallèle à AB; et 
ainsi de suite. 

11 . Une section conique du second degré est déterminée 
par un de ses foyers O et par trois autres points A, B, C-, 
par conséquent quatre points et un foyer d'une même co- 
nique doivent avoir entre eux une certaine relation. La sur- 
face de révolution du second degré qui résulte de la rotation 
d'une section conique autour de son axe principal, est dé- 
terminée par un de ses foyer§ O et par quatre autres ppints 
A, B, C, D, de sorte qu'il doit exister une relation entre 
cinq points d'une pareille surface et l'un de ses foyers. Ces 
relations ont été indiquées et démontrées par Môbius [Jour- 
nal de d'elle, t. XXVI, p. 29). 

On peut déduire ces relations de ce théorème connu, que 
le rayon vecteur OA == r d'une section conique ou d'une 
surface de révolution de l'espèce indiquée est une fonction 



- i| ■■■«■laii 
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linéaire des coordonnées a:, y^ ou or, j^, z du point A, par 
rapport à des axes quelconques. Soient x^i jx ou Xi, y^^ Zi 
les coordonnées de B, etc. ... ^ on a 

r = a -j- bx -i- cf y r =a-\- bx -^ cjr -^ dz, 

r, == fl -h ôx, -h cj, , 

Tj =r « H- é>a:, -h c^j , 

Ta = û -+- ^^3 H- c/a ; r^ =z a -^ bxt -f- 0^4 H- ^^4 ; 

par conséquent (§ IX, 3), 



r 


I 


X 


r 




r 


I 


JC 


r 


z 


ri 


I 
I 


Xi 

• 


/3 


= 0, 


/•i 


I 


Jr, 


ri 


2l 


• * 


I 






r* 


I 


^4 


74 


24 



o. 



c'est-à-dire (§XVI,5,6) 
(I) OA.BCD — OB.CDA 

(II) 



OC.DAB — OD.ABC = o, 

OA . BCDE -I- OB . CDEA -h OC . DEAB -h OD . EABC 
+ OE.ABCD = o. 



Si A, B, C) D sont situés sur )a surface de révolution, et 
en même temps sur un plan passant par O, on a ABCD = o, 
et 

BdbE : — CDAE : dabe : — abce 

= BCD : — CDA : DAB : — ABC, 
et par suite 

OA.BCD — OB.CDA -h OC.DAB — OD. ABC = 0; 

c'est-à-dire que la surface de révolution est coupée par un 
plan passant par un de ses foyers, suivant une ligne du 
second degré dont ce point est un foyer (Môbius, /. c. ), 

12. La relation entre les distances mutuelles de cinq 
points dans Tespace a été donnée pour la première fois par 
Lagrange sous une forme trop peu développée^ puis elle a 



1 



f 
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été traitée à plusieurs reprises par Carnot, sans que l'on 
parvint à un résultat présenté avec clarté (3). La relation la 
plus simple entre cinq points de l'espace A, B, C, D., E, dont 
les coordonnées par rapport à trois axes quelconques sont 
[Xi ^jfx y^x)'i (-^j î y« 1 ^«) > • • • > s'obtient en développant 
d'après le § III, 6, Tideniilé (§ II, 4) 



I I X, 7, a, 



I ^5 y h 2» 



et interprétant, au moyen du § XVI, 6, leS déterminants 
du quatrième degré auxquels on parvient, ce qui donne 

( I ) BCDE -h CDEA -+- DEAB 4- EABC -h ABGD = o, 

équation qui coïncide avec Téquation connue que l'on ren- 
contre au § XVI, 7. En exprimant les volumes de chacun 
des tétraèdres en fonction de leurs arêtes (§ XVII, 14, co- 
rollaire I), on obtient une équation irrationnelle, dont le 
second membre est zéro, et dont le premier membre est la 
somme des racines carrées de cinq déterminants du cin- 
quième degré. Pour rendre cette équation rationnelle, il 
n'est pas nécessaire de faire le produit des différentes va- 
leurs que peut prendre le premier membre, en vertu de 
Tambiguïté des radicaux carrés. Il suffit, ce qui est préfé- 
rable, de multiplier l'équation (I) par un de ses termes, 
parce que le produit de deux tétraèdres est une fonction ra- 
tionnelle des carrés des droites qui joignent les sommets de 
Pun des tétraèdres avec les sommets de l'autre (§ XVII, 14). 
L'équation cherchée a été développée pour la première 
fois sous une forme plus simple par Cayley (Cambr, Math, 
i/., II, p. 268). Par analogie avec la méthode donnée 
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au n" 9, Cayley a multiplié le déterminant plus général 



R=: 



o. 



o, o, o, o 



i> -^î -Hjî + z! -4-«îï -^M ri. 



'I > '^1 



x: 



s . H 



u 



s> 



^&, Ts 



>5» 



//« 



par 



i6R = 



o, 



o 



^î+rî -H2Î -f-»N If —2^,, — 2r,, —22,, —2//. 



!^î -l-JÎ -+-«î-+-"î> I» —2^5, 



2:>'5 , 



2 7i, 7Mi 



On trouve ainsi (§ VI, «{) 



— i6R^ = 



/»(»« . . . /i 



«0» 



05 



^io . . . /i 



'&0 



&s 



a& 



OÙ l'on a Aa,« = A*,! (§ VI, 2), et de plus 

A,o = o, ^0, = 1, Aj2 = I > •••, ^ 

^11 = A«= . • . = ^55 = 0, 



A„ ==x5 -H/î -f- zj + wj -4- x] -hy] -H zj -H «; — 2x, x, — 2/, j, 

2S,Z2 — 2a, «j 

d>v> • • • • 

Si les quantités indéterminées u^, u, , . . . , lij sont 
nulles, R s'annule pareillement (§ lU, 2). Si Ton consi- 
dère en même temps Xi , yi , -z, comme les coordonnées 
rectangulaires du point A, etc. . . . , on a Aja = AB', etc. . . . 
En désignant les carrés des distances du i*^ point au 2*", 
au 3^, ... , comme ci-dessus, par rfti» ^n* . . , on a l'é- 



i .y^é. ' j^' ..\a^g. - MVv. i : —'^:'~^-rrzr^^ rr. 
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quatioD cherchée, 



o I 


I 


I 


1 


1 


I o 


d,. 


rf.s 


rfu 


rf,s 


I d,i 


o 


d^ 


<i„ 


rf» 


I d,. 


d» 


o 


4« 


*/» 


I d,^ 


d„ 


du 


O 


«/» 


I dxt 


d„ 


d» 


d,. 


o 



= o. 



Ou peut développer ce déterminant d'après le § V, % ou 
simplement d'après le § III, 1 . Dans ce dernier cas on trouve 

^01 -H ^9i -H ^03 -H ^9i -+- ^«5 = O, 

en désignant par ^on ^os» • • • les coefficients qui multi- 
plient dans le déterminant les éléments de la première ligne 
horizontale. Mais on a, dans le cas d'une notation analogue 

(§VII,5), 

puisque le déterminant est nul, et que di^i = di^i, d'où ré- 
sulte âi^k = <î*,i (§ m, 9). Par conséquent 

V/^ + V^. 4- ^3 -+- \/^4 -4- s/^i = o, 
ce qui s'accorde (§ XVII, 14) aved l'équation (I). 

Corollaire. — On trouvera de la même manière les 
équations entre les carrés des distances mutuelles de quatre 
points A, B, C, D d'un même plan, ou de trois points 
A, B, C d'une même droite {§ XVII, 13, U). On trouve, 
en effet, dans le premier cas, en conservant les mêmes no- 
tations. 



o 


I 


1 


I 


I 


I 


o 


dn 


d.. 


d» 


I 


dn 


o 


rf« 


du 


1 


^/.3 


d:. 


o 


du 


I 


^,. 


dn 


d,. 


O 



= o, 
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OU 



ce qui s'accorde avec 

BCD — CDA -h DAB — ABC = o, 



dans le second cas 



I 


I 


^1 


jr. 






I 


I 


Xi 


y^ 


= 0; 


I 


I 


X3 


ra 




I 


I 


.x^ 


r* 




o 


I 


I 


I 




I 


o 


dn 


^.3 




I 


dn 





dji 


— € 


I 


rf.. 


d,. 










ou 

ce qui s'accorde avec 

AB-4-BCh-CA = o, 



I Xn 



X^ 



= 0. 



Ces équations peuvent s^obtenir aussi au moyen du n" 9 
(VII ei VIII). Si, en effet, de cinq points d'une sphère, l'un 
est situé à l'inGni, on a par exemple 

d(tx d^i do3 ^M 



doi dox 



'01 



d<tx 



et les quatre autres points sont dans un même plan. Et si, 
de quatre points d'un cercle, l'un est à une distance infinie, 
les trois autres points sont sur une même droite. 



FIN. 
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